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本 书 内 容 包括 常 微分 方程 ( 含 非 自 治 情形 ) 等 价 关系 的 定义 方法 、 线 性 
方程 分 类 、 非 线 性 方程 的 拓扑 线性 化 ` 光 滑 线性 化 和 结构 稳定 性 等 。 这 些 内 
容 可 以 看 成 动力 系统 理论 中 拓扑 等 价 \ 拓 扑 共 思 ,线性 化 和 结构 稳定 等 概念 
在 常 微分 方程 ( 含 非 自 治 情形 ) 中 的 延伸 。 但 研究 方法 比较 初等 ,只 要 具备 
数学 分 析 ` 线 性 代数 和 常 微分 方程 基础 知识 的 读者 就 可 以 顺利 阅读 。 

本 书 可 供 高 等 院 校 数学 系 ,物理 系 及 其 他 应 用 学 科 的 研究 生 使 用 ,也 可 
供 相关 领域 的 科技 人 员 参 考 。 
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动力 系统 理论 中 的 拓扑 等 价 ` 拓 扑 巷 、 结 构 稳 定 和 线性 化 等 概念 已 为 许多 学 
者 所 熟悉 。20 世纪 70 年 代 , 国 外 一 些 学 者 将 这 些 概念 引申 到 一 般 的 常 微分 方程 ， 
其 中 包括 非 自治 微分 方程 。80 年 代 末 ,我 们 将 此 问题 作为 讨论 班 活动 的 一 个 内 
容 。 我 们 以 国外 一 些 学 者 的 研究 成 果 作为 起 点 ,经 过 研讨 与 分 析 , 比较 完善 地 定义 
了 一 般 微分 方程 ( 含 非 自治 系 ) 全 局 与 局 部 等 价 的 概念 ,并 以 这 些 概念 为 基础 对 微 
分 方程 ( 含 非 自治 系 ) 的 分 类 ,线性 化 、 结 构 稳定 及 其 他 一 些 问题 进行 了 研究 。 所 用 
的 方法 \ 工 具 和 涉及 的 概念 与 动力 系统 理论 中 的 方法 、 工 具 、 概 念 不 大 相同 。 

由 于 国内 外 这 类 研究 文章 不 多 , 且 比 较 零 散 , 因 此 ,本 书 较 完整 地 收集 了 国内 
外 在 这 个 方向 上 的 一 些 研究 成 果 。 对 于 想 了 解 这 个 领域 或 希望 在 这 个 领域 开展 研 
究 工 作 的 学 者 来 说 ,这 本 书 是 适宜 的 , 它 既 是 一 本 人 门 书 ,又 是 较 完整 的 资料 。 

在 本 书 初稿 写作 中 , 曾 得 到 林 振 声 先生 的 支持 与 鼓励 。 我 们 编写 该 书 的 初衷 
只 是 想 提供 一 本 自用 的 研究 生 教材 ,但 在 华夏 英才 基金 会 的 资助 下 ,在 福州 大 学 施 
祖 美 书记 及 林 榕 华 、 沈 斐 敏 等 同志 的 关心 支持 下 ,本 书 得 以 出 版 ,作者 在 此 一 并 致 

本 书 的 内 容 在 福州 大 学 部 分 研究 生 中 讲授 过 。 书 中 取材 仅 限于 正式 出 版 的 书 
籍 与 正式 发 表 的 论文 。 限 于 作者 水 平 , 错 漏 之 处 一 定 不 少 , 敬 请 读者 指正 。 
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第 一 章 ”预备 知识 


在 本 章 中 我 们 把 本 书 要 用 的 常 微分 方程 的 一 些 基本 理论 作 一 概述 .由 于 这 些 
理论 在 一 般 常 微分 方程 教材 中 均 可 查 到 ,所 以 本 书 不 再 证 明 , 但 指出 它们 的 出 处 ， 
便于 读者 查阅 . 

至 于 线性 系统 的 二 分 性 理论 ,在 一 般 常 微分 方程 教材 与 专著 中 都 很 少 述 及 ,而 
本 书 经 常用 到 这 些 理论 ,因此 我 们 较 详 细 地 阐述 它 . 

本 章 末尾 一 节 介绍 了 拟 周期 函数 、 概 周期 函数 与 回复 函数 .这 几 类 函数 在 本 书 
后 几 章 中 时 有 涉及 . 

本 书 对 向 量 与 矩阵 的 范 数 作 如 下 定义 . 设 向 量 x = (zi,…,zs), 则 z 的 模 记 
Hlal ,定义 为 |z| =V zi+zi+- + zb. SERBE A 的 模 也 记 为 | A|, 定义 为 


lal= p A 


对 于 函数 矩阵 A(z), | AC) | 08 ERER, EAG) | E: + 的 函数 .有 
时 若 有 必要 ,也 使 用 上 确 界 范 数 sep| A( 2) | , 记 为 1 4(z) ,其 中 了 是 R 中 一 个 有 
限 或 无 限 的 区 间 , 视 具体 问题 而 定 . 


$1 解 的 存在 惟一 性 、 解 对 初 值 的 连续 性 与 可 微 性 
Ë 1 J: R 的 一 个 开 区 间 ,D 是 R" 中 的 一 个 开 集 , f; 1 x D>R". 我 们 所 讨论 
的 常 微分 方程 是 指 关系 式 
q = fG,z) a) 
车 存在 LCI 及 rE C1(I1,DD) 满 足 (1.1), 即 
EO = Fr al) 


则 称 z(z) 是 (1.1) 的 解 . 
设 (zo,zo)E Ix D. (1.1) 的 初 值 问题 是 指 : 求 (1.1) 的 满足 z(10) = zo 的 解 
a(t). 初 值 问题 也 可 以 记 为 如 下 形式 


ja 382) (1.2) 


z(to) = zo 
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满足 初 值 条 件 z (zo) = zo 的 解 也 称 为 (1.1) 过 (to, ro) 的 解 ,通常 记 为 
z(t ,to,T0).(1.1) 的 解 在 几何 上 表示 IX D 中 的 一 条 曲线 ,因此 (1.1) 的 解 也 称 
为 (1.1) 的 积分 曲线 . 

常 微分 方程 的 所 有 理论 都 是 以 解 的 存在 惟一 性 理论 为 基础 的 . 下 面 简 述 有 关 
的 结果 . 

Ë f: Ix D— R". 若 对 DD 中 的 任意 有 界 闭 集 U ,存在 常数 Ku >0, 使 对 任意 
tiET 及 任意 zi,zzEU, 恒 有 

|fGa,zi) - fGe ,z2)|< Kyl zı - zzl 

则 称 f fE 1 x D 中 满足 局 部 Lipschitz 条 件 . 
定理 1.1( 解 的 存在 惟一 性 ) i& f #£ I> D 中 连续 且 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 则 
对 TXD 中 的 任意 点 (t0,z0),(1.1) 存 在 惟一 的 解 z(1) 满 足 z(to)= zo- 

这 个 定理 的 证 明 在 一 般 的 常 微 分 方程 教材 中 均 可 查 到 ,例如 可 以 参看 文献 [1] 
第 二 章 $ 1. 

本 书 经 常 涉及 解 对 初 值 的 连续 性 与 可 微 性 . 以 下 将 分 别 陈述 其 结果 . 
定理 1.2( 解 对 初 值 的 连续 性 ) it F(t,z) 在 TxD 上 连续 , 且 对 任意 (io,zo)ET 
XD. 满足 z(to)= ro 的 解 惟 一 , 则 (1.1) 过 (to,zo) 的 解 z(t,to,zo) 是 关于 t, 
to,z0 在 TixTXxD 上 连续 . 这 里 Ti 是 过 (io,zo) 解 的 最 大 存在 区 间 ， 
定理 1.3( 解 对 初 值 的 可 微 性 ) 设 /(1,x) 在 1xXD 上 连续 且 关 于 x 具有 连续 的 
偏 导数 , 则 (1.1) 过 (to,zo) 的 解 (tio,zo) 关 于 tto,zo 在 站 xTxD 上 都 具有 
连续 的 偏 导 数 ( 这 里 [1 含义 同 定理 1.2) ,并 且 

az(t,to,zo) Ix(t, to, zo) 
dzo, a Ito 
分 别 是 变 分 方程 的 初 值 问题 
= Df(i,z(1,t0,70))é 
Elto) = er 


i = D;f(t,z(t,to,zo))t 
Elto) =- f(to,zo) 
的 解 .这 里 zo, 是 zo 的 第 上 个 分 量 ,ek 是 第 kk 个 分 量 为 1, 其余 分 量 为 零 的 n An 
量 . 
这 两 个 定理 的 证 明 可 参考 文献 [2] 第 68 一 73 页 . 
下 面 介绍 一 个 关于 解 的 存在 区 间 的 结论 . 
定理 1.4(Wintner) 设 f:RXR">R" 连续 ,又 存在 连续 函数 虐 : (0, + 0) 一 RR， 
满足 


第 一 章 预备 知识 kp 


G) |fG,z)|<L(I=l), 
Wf =+ (>O, 
加 u) 

MJ(1.1)%6 F— 486 ñ # E BP 3 (— co, + oo). 

该 定理 的 证 明 参见 文献 [3]. 定理 1.4 还 可 推广 . 
定理 1.5 设 f:RXR">R" 连续 , 且 满足 

IFES EELA El) 

这 里 p(t), L u) 


% Llu) 
R)(1.1)664F—B6 f E E- co, + co). 
定理 1.5 的 证 明 可 参看 文献 [4] 第 0 章 . 
作为 特例 ,我 们 考虑 两 类 方程 . 
先 考虑 线性 系 
x = A(t)z + h(t) (1.3) 
这 里 z€ R", Alt) n 阶 方 阵 ,h (4) 是 n 元 向 量 . A(z),A(z) 都 在 R 上 连续 ， 
我 们 不 假设 A(1) ,h(t) 有 界 .但 是 有 
[A(Wz+h() ISIAC) | | zl+ lale) 
Smax{| A(2)|, 1h) zl+1) 


=$%(t)e(z) 
REKO Smal [AO TAO l plu) =u + 1,87 SER, [dE = =, 
所 以 (1.3) 的 每 一 个 解 都 在 ( ©, + co) 中 存在 . 
再 考虑 弱 非 线性 系 
x = A(t)z + f(t,z) (1.4) 


XER",A(1) 是 nn 阶 方 阵 ,定义 在 R 上 上 且 有 界 , (z WR 
[fl,z2) = freA) - zol 
mA SUO RAR. 则 
IACWz+ flte) K] AG) lelt a lelt LfG,0)1 
<M|=|+N 
其 中 M=sup(|AG2)| + |A(2)1), N= supl /Gz,0)|. 


由 于 上 gE = ,所 以 (1.4) 的 每 一 个 解 的 存在 区 间 也 是 (= eo, + oo), 
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$2 不 动 点 定理 、 隐 函数 定理 与 微分 积分 不 等 式 


变换 丁 :>9 的 不 动 点 是 指 9 中 满足 Tr = z 的 点 x. 不 动 点 的 存在 性 定理 在 
微分 方程 理论 中 是 很 有 用 的 . 
定义 2.1 HF Banach ZAFE, T Æ FF] Banach 空间 2 66 934. 若 存 在 常 
数 A:0<X<1, 使 得 对 任意 工 ,yEF 恒 有 

ITr- Ty|<a|lzr-y|l 

则 称 工 是 多 上 的 一 个 压缩 映射 ,》 称 为 本 的 压缩 常数 . 
定理 2.1( Banach-Cacciopoli 压缩 映射 原理 ) i FÆ Banach 空间 中 一 个 闭 集 ， 
T: ~9 是 一 个 压缩 映射 , 则 全 在 中 有 惟一 不 动 点 工 , 并 且 如 果 在 F PER zo, 
序列 jznti= Tanon = 二 0,1,2,…| Š neony k $k + x. Fm |z - z,| < 
A"|zi-zo| (1-4). PA 2T 6 888 E k. 
定理 2.2(Schauder 不 动 点 定理 ) jÉ Ë Banach ZH LEPE, fFF Rk $e 
的 , 则 三 在 多 中 有 一 个 不 动 点 . 

这 两 个 不 动 点 定理 引 自 文献 [4] 第 0 章 . 

在 微分 方程 理论 中 还 经 常用 到 隐 函 数 定理 . 
定理 2.3( 隐 地 数 定理 ) 假设 F: R" X R"— R" 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ,又 设 
F(zo,y0)=0, 如 果 

det AFC) #0 


则 在 (zo,yo) 的 某 一 邻 域 内 ,方程 F(z,y)=0 确定 y 为 x 的 单 值 函数 y= f(z), 
且 y=f/(z) 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 . 

隐 函 数 定理 在 数学 分 析 标准 教程 中 均 可 查 到 . 
定理 2.4(Beliman 不 等 式 ) 设 y(t),g(t) 是 区 间 [a,5] 上 的 非 负 连续 函数 , 且 满 
x 


IU) < Mo + Mif ys)g(s)ds, + € [a 8] 
这 里 Mo, M 是 两 个 正 的 常数 . 则 
3) < Moep( Mi| g(s)ds) 


该 定理 在 一 般 常 数 方程 教材 中 均 可 查 到 . 
定理 2.5 H r:R>R 连续 可 微 , 则 |D,|z(1)| |< |> (1:)| ,这 里 D, 表示 右 导 
数 . 

考虑 微分 不 等 式 
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Dw(t) < wlt, v(t)) (2.1) 
这 里 D, 表示 右 导 数 . w(t,u) 是 纯 量 ,wv 在 某 个 开 连 通 集 0 内 的 纯 量 连续 函数 . 

车 v(1) 在 [a ,65) 上 连续 ,上 且 有 满足 (2.1) 式 的 右 导 数 , 则 称 v(z) 是 微分 不 等 
式 (2.1) 的 解 . 
定理 2.6 设 w(t,u) 是 纯 量 1,u 在 某 个 开 连 通 集 0 内 的 纯 量 连续 函数 .又 设 方 
程 

u = w(t,u) (2.2) 
在 Q 内 的 初 值 问题 有 惟一 解 . 如 果 x(z) 是 (2.2) 在 区 间 (a,5) 上 的 解 ,u(t) 是 
(2.1) 在 区 间 [a ,2) 上 的 解 , 且 v(a) 二 wu(a), 则 当 z€[a,b] 时 ,vw(1)<u(z). 

以 上 两 个 定理 的 证 明 可 参看 文献 [4] 第 0 章 . 

最 后 再 介绍 一 个 比较 定理 , 它 在 微分 方程 理论 中 也 是 很 有 用 的 . 
定理 2.7( 比 较 定 理 ) 设 F(t,z),F(t,z) 在 平面 区 域 G 上 连续 , 且 满 足 不 等 式 
Jf(t,z)<F(t,z). 

设 $(1) 与 y(1) 分 别 为 方程 

x = f(t,z) (2.3) 

Z = F(t,z) (2.4) 
过 同一 点 (to,zo) 的 惟一 解 , 则 当 to<t<b 时 有 g(1)<y(1). 当 a<t<io 时 有 
p(t)>y(7). 

该 定理 引 自 文献 [2] 第 45 页 .由 于 我 们 假设 过 点 (0, zo) 的 解 惟一 ,因此 不 必 
考虑 过 (to,zo) 的 最 大 解 与 最 小 解 , 请 读者 参阅 时 注意 . 
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设 A 是 一 个 ” 阶 方 阵 ,我 们 定义 矩阵 指数 expA( 或 为 ea ) 为 下 面 答 阵 级 数 的 和 


k 2 m 
expA = Xf lrag r Aa. (3.1) 


其 中 工 是 单位 矩阵 ,A” 是 A 的 m 次 寡 . 这 里 我 们 规定 0! =1 ,A0= 了 这 个 级 数 
对 所 有 的 A 都 是 收敛 的 ,因此 expA 是 一 个 确定 的 矩阵 . 

和 矩阵 指数 有 如 下 性 质 : 
性 质 1 如 果 AB= BA R] 

exp(A + B) = expAexpB 
性 质 2 (expA) 1=exp(- A). 
性 质 3 设 工 是 非 退 化 方 阵 , 则 
exp( T'AT) = TI(expA) 工 

性 质 4 expAt Æ AAAH Ar = Az 的 标准 解 方 阵 . 


.6. 微分 方程 分 类 原理 


exp 


< 
性 质 6 对 任意 A ,expA 必 为 非 退 化 方 阵 . 

下 面 考虑 矩阵 的 对 数 . 

设 B 是 一 个 非 退 化 矩阵 ,可 以 证 明 存 在 方 阵 A 使 expA = B. 我 们 称 A 是 也 
的 对 数 , 记 为 A=InB. 


设 B 为 若 当 标准 形 
Ji 
B=| …. 
J, 
其 中 
Àr 
1 à; 
+ a Se 
LA 
1 
Hl, oR 阶 单位 方 阵 . 记 Zu = | QQ. BZ J, = AJ, + Zu .不 难 验证 
10 


Inj} = (InÀ,). In + > comz 


Zm 
j 
= (Ina). La + Ë _ <. (ey 


于 是 
InJ) 
lnB = 


InJ, 
J 


nxn 


在 一 般 情况 下 , 设 B 的 若 当 标准 形 为 J = ,其 中 用 ,J2，…,J/ 为 车 当 


J, 


第 一 章 “预备 知识 sI- 


块 ,于 是 存在 非 退化 方 阵 T ë B= T JT. nB=A, N] B= ZA. H ZA 的 性 质 3 
可 得 J=exp(TAT-1) ,于 是 

lm! 
TAT”! = 


InJ, 
从 而 


以 上 结论 引 自 文献 [1] 的 第 一 章 . 
$4 线性 系统 的 二 分 性 理论 


线性 系统 的 二 分 性 理论 在 微分 方程 的 分 类 问题 中 起 了 重要 作用 . 本 节 将 较 详 
细 地 叙述 这 一 理论 .本 节 材 料 主要 取 自 文献 [5,6]. 


4.1 二 分 性 概念 及 性 质 


考虑 线性 微分 方程 系 
= = A(t)x (4.1) 
XE R",A(1) 是 nX n 和 矩阵 ,定义 在 R' 或 R 上 ,分 段 连续 且 有 界 .用 X(t) 表 示 
(4.1) 的 基本 解 方 阵 . 
定义 4.1( 二 分 性 ) 车 存在 投影 方 阵 P AEKk >0,a>0,8>0,1% 
|XGOPX-1(s)|< Re) (¿D> s) } 
IXO = P)X-1(s)|< keD (¿< s) 
则 称 系统 (4.1) 在 R 上 具有 二 分 性 (dichotomy). 若 aB 中 至 少 有 一 个 为 零 , 则 称 
(4.1) 在 RR 上 具有 普通 二 分 性 (odinary dichotomy). 若 a,B 壬 为 正 数 , 则 称 (4.1) 在 
R 上 具有 指数 型 二 分 性 (exponential dichotomy). 

如 果 (4.2) 式 的 第 一 个 式 子 成 立 范围 改 为 ;之 过 0, 第 二 个 式 子 成 立 范围 改 为 
0szss, 则 称 (4.1) 在 R* 上 具有 二 分 性 .类 似 地 可 以 定义 R+ 上 的 普通 二 分 性 与 
指数 二 分 性 .如 果 (4.2) 的 第 一 个 式 子 成 立 范围 改 为 0 宇 宇 ; ,在 第 二 式 中 改 为 ,< 
5S0, 则 称 (4.1) 在 R- 上 具有 二 分 性 .类 似 地 可 以 定义 R- 上 的 普通 二 分 性 与 指 
数 型 二 分 性 . 


我 们 指出 只 要 适当 地 选取 解 方 阵 ,(4.2) 中 的 投影 方 阵 P 总 可 以 取 | 的 


(4.2) 


.8 微分 方程 分 类 原理 


形式 ,1 表示 阶 单位 阵 ,y 是 P 的 秩 数 .事实 上 ,对 任意 投影 方 阵 P, 必 存在 非 退 
化 方 阵 ,使 P= |” a 工 -将 它 代入 (4.2) 即 得 


iy <ko (>s) 


[xor] ox 1(s) 


Sk =? (¿< s) 


[xor J 
n-y 
+ XUD EXEM X104) 仍 是 (4.1) 的 可 不 解 方 阵 .由 此 可 得 


ERG jx) [ke-9 (1>s) 


[xof I kro < ke PGD (ts) 
n-y 


为 了 知道 二 分 性 究竟 意味 着 什么 ,我 们 可 以 将 (4.2) 改 写成 如 下 等 价 形式 
IX()PelS<k|IX(s)Pele® (¿D> s) } (4.2y 
IXO - P)£|< k|X(s)(I - P)éle BY) (s>) Š 
这 里 EER” 是 任意 的 .而 常数 k 在 数值 上 可 能 与 (4.2) 中 的 & 不 一 样 ,但 都 是 正常 
数 . 
用 V, 表示 PP 的 值 域 ,用 V; 表示 P 的 核 , 则 R"= Vi 十 V2. 于 是 当 zo € Vi 
时 ,有 


[X(t)zrol<k|X(s)zrole t- (¿Z s) 
当 zo€E V2 时 ,有 

[|X(2)zol<k|IX(Gs) role P (<s) 
因此 ,指数 型 二 分 性 意味 着 当 :一 + co 时 ,有 y 维 指数 型 趋 于 零 的 解 ; 当 1 一 -oo 
时 ,有 n- y 维 指数 型 趋 于 零 的 解 . 

下 面 我 们 来 证 明 (4.2) 与 (4.2) 的 等 价 性 . 先 证 
引 理 4.1 设 (4.2) 成 立 , 则 对 任意 + 有 
|[X()PX (SEM, [XOU - P)X'1(0 < M 
其 中 M 是 正常 数 ,与 + 无关. 
证 明 BIAG) |<, WA 
[IX(OX 1(s)|< ell (4.3) 

由 (4.2) ,对 任意 h>0, 有 

[X(t + h)PX (2)|< ke-*| X(t)PX-1(z)| 

[X(t +h) =- P)X (2) Skel X(T -PX E) 
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p= |X()(T— PX)|, a = |X(t)PX 1(t)| 
Y= TIP — ke-™ 
则 有 
piX(z +h)(I- P)X-1G) + a 1X(t +h)PX (t) >y (4.4) 
取 h>0 充分 大 ,使 7>0,(4.4) 可 写 为 
|o IX(CEtA)X X(T- PX) 


to IX(L+h)X (XC PX -It)| 三 7 (4.5) 
由 (4.3) 得 | X(t+h)X-!(z)| 三 e*, 于 是 由 (4.5) 可 得 
LOX - P)X-1Gi) + oX (t)PX t) | > ye" (4.6) 


这 一 不 等 式 左边 还 可 以 写成 如 下 形式 : 
la I+ (p-o DXU- P)X (So + |o !- "llo 


=a !(1+|o-ọl) (4.7) 
另 一 方面 ,由 于 
le-pl<IX()PX +X- PX E) =|X()X (7)|=1 
(4.8) 


现在 ,由 (4.6) 一 (4.8) 式 得 2 ! 宇 ye- 履 , 从 而 oz 过 2e*y-1. 另 一 式 的 证 明 是 
类 似 的 .证 毕 . 
命题 4.1 条 件 (4.2) 与 条 件 (4.2) 是 等 价 的 . 
证 明 先 证 (4.2) 二 (4.2) ,由 (4.2) 的 第 一 个 式 子 
|X(z)PX-!(s)|<ke"@-5 (>s) 
即 
`. OP heey G>s) 
取 7=X(Cs)Ps, 则 得 
w | Ske) (¿2 5) 
A PEZO 时 ,| X(2)Pe| <k| X(s)Pg|e "G (/2s). 4 PE=0 ERMAR 
立 .这 就 得 到 了 (4.2) 的 第 一 个 式 子 . (4.2)“ 的 第 二 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 . 
再 证 (4.2) 之 (4.2), 设 (4.2) 成 立 , 由 引 理 4.1, 对 一 切 t 有 
[XG:)PX IC) 过 M, 即 
|X(Ct)PX-I(Cz) 了 | 
5 [al SM 


IXU)PE] e 
xG ye] 大 M, 故 对 一 切 : 有 


|XG(:)Pe£|< M| X(:)ë| (4.9) 


取 7=X(2)&, 得 sup 
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由 (4.2) 的 第 一 个 式 子 有 
|X(z)P#|<k|X(s)Pg|e ° 9) (ts) 


由 (4.9) 有 
|XGz)P#|< M| X(s)#|e 0? (¿Z s) 
故 当 £Z0 时 有 
二 KRM (1>s) 
ap Ael ShMe") (t> s) 
JR X(s)£ = 7, 得 
az 
ag ZOX Oal pM (>s) 
T” 7l 
Bp 


[XG)PX (s)| < kMe s) (t> s) 

所 以 (4.2) 的 第 一 个 式 子 成 立 . (4.2) 的 第 二 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 .证 毕 . 

下 面 的 命题 揭示 了 指数 型 二 分 性 的 一 个 重要 特性 . 
命题 4.2 若 系 统 (4.1) 在 尺 上 具有 指数 型 二 分 性 , 则 (4.1) 除 了 零 解 外 没有 其 他 
有 界 解 . 
证 明 设 z(z) 是 (4.1) 的 任 一 非 零 解 , 记 z(0)=zo. 则 zx(1)=X(2)X-1(0)zo= 
X(:)PX 1(0)zo+ X(t)(I 一 P)X-1(0)xzo. 由 于 zo 天 0, 所 以 PX 1(0)zo0 与 
(1- P)X-!(0)zo 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 下 面 分 两 种 情况 考虑 . 

1. 车 PX-1(0)zo 天 0, 则 令 :一 -co, 由 (4.2) 的 第 一 个 式 子 得 

|X(:)PX-!1(0)x=< |Z k| X(0)PX-1(0)ro|e “ 一 + oo 
H (4.2) 的 第 二 个 式 子 得 
[XOU - P)X !(0)xo |< k|X(0)(I - P)X-I(0)zolere — 0 

所 以 , 当 t- soBf,|z(z)|— +e. 

2. Æ- P)X-1(0)zo 天 0, 则 令 :一 + co. 

由 (4.2) 的 第 一 个 式 子 得 

|X(:)PX-1(0)= |< k| X(0)PX (0)zole-"—0 

H (4.2) 的 第 二 个 式 子 得 

|X(:)(I - P)X-1(0)x< |> k| X(0)(I - P)X-I(O)zo|era —+ oo 
可 见 当 t+ co,|z(t)| 一 +oco. 命 题 证 毕 . 
注 若 (4.1) 仅 在 R* (或 R-!) 上 具有 指数 型 二 分 性 , 则 命题 4.2 不 成 立 .事实 上 
若 (4.1) 在 R' 上 有 指数 型 二 分 性 , 则 (4.1) 有 7 维 有 界 解 ,这 里 是 投影 的 秩 数 . 

下 面 我 们 来 说 明 二 分 性 对 于 自治 线性 系 究竟 意味 着 什么 ,这 也 有 助 于 我 们 认 
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命题 4.3 HARR r = Ar 在 R 上 具有 指数 型 二 分 性 当 且 仅 当 A 的 特征 根 实 
部 异 于 零 . 


证 明 设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 , 则 存在 非 退化 常数 方 阵 T (Ë 
pâ w 
4=7( a) 
其 中 A, 的 特征 根 实 部 为 负 ,A, 的 特征 根 实 部 为 正 .于 是 由 命题 3.3, 命 题 3.5 得 
el -1 
i x r| al 


取 投影 方 阵 p=7|” T 1 HEP 1, RR y 阶 单位 阵 ,而 y 是 Ai 的 阶 数 .于 是 


| epe- 和 | = |z | <u e) (>s) 


le (1 - P)e “|= [rf AG JT 


这 里 ,a,B EHER. AIE z = Ar 具有 指数 型 二 分 性 . 

反之 , 设 A 有 零 实 部 的 特征 根 , 则 zx = Ar 必 有 非 零 有 界 解 ,由 命题 4.2,x“= 
Ar 不 具有 指数 型 二 分 性 .证 毕 . 
命题 4.4 自治 线性 系 z = Ax 在 RR 上 具有 普通 二 分 性 , 当 且 仅 当 A 的 特征 根 实 
部 为 零 者 所 对 应 的 初等 因子 次 数 尼 为 1 . 
证 明 设 A 的 特征 根 实 部 为 零 者 所 对 应 的 初等 因子 次 数 缘 为 1, 于 是 存在 非 退 化 
常数 方 阵 T ,使 


[Sked (¿< s) 


Ai 


Ao 
其 中 A, 的 特征 根 实 部 为 负 , A 的 特征 根 实 部 为 正 , Ao 的 特征 根 实 部 为 零 . 由 命 
Ea 

gt 
M 


题 3.3, 命 题 3.5 得 Z = T T ,其 中 Ao 的 初等 因子 的 次 数 皆 


为 1. 


I 
mag P= T| + 引 T ,其 中 六 为 y 阶 单位 阵 ,y 是 Ai 的 阶 数 ,于 是 


|p "As ee -1 -alt-5) 
Pl | oT he (ta) (4.10) 
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0 
|ee(I-P)e*#|= |T| Am st (4.11) 
AG) 
由 于 A 的 特征 根 实 部 为 正 ,因此 存在 常数 L>0,B8>0 使 
Je K Le PD (í< s) (4.12) 


又 由 于 Ao 的 特征 根 实 部 为 零 , 且 相 应 的 初等 因子 次 数 皆 为 1, 所 以 存在 常数 
M>0, 使 | et I| <M, s 任意 ). 综 上 述 ,由 (4.11) 得 
le™(I - P)e |< max|L,M] (t> s) (4.13) 
该 式 与 (4.10) ,联合 表明 > = Az 具有 普通 二 分 性 . 


反之 ,我 们 不 妨 设 A= (0), 此 时 z=Az 的 解 方 阵 为 X(1)= (1 0), 它 


£ th 
的 间 阵 的 X -MD) = ( l 1) FE XG)PX GO +X- P) X) = 


X(Dx-'G)=[, 1, O) ERE 是 怎样 的 投影 方 阵 ,X (1) PX-1() 与 
X(t)(1-P)X 1(s) 中 至 少 有 一 个 含有 项 (1 -s) + a(k,a 为 常数 ). 因此 
1X(z)PX!(s)| 与 1X(z)(1 ~-P)X-!(s)| 至 少 有 一 个 不 满足 (4.2) (注意 (4.2) 
的 右 端 总 是 有 界 的 ). 这 就 说 明 x = Az 不 具有 二 分 性 .证 毕 . 


4.2 二 分 性 与 系统 的 对 角 分 块 


考虑 两 个 线性 系 
x = A(t)=z (4.14) 
与 
y = B(t)y (4.15) 
zyER",A(C),B(t) 定 义 在 R 上 ,连续 ,有 界 . 
定义 4.2( 李 雅 普 诺 夫 方 阵 ) 设 S(z) 是 定义 在 RR( 或 R') 上 的 非 退化 方 阵 . $ 
S(t) 可 导 且 1S(t)| ,| SI(t)| 溺 有 界 , 则 称 S(z) 为 李 雅 普 诺 夫 方 隆 . 
定义 4.3( 运 动 相似 ) 若 存在 李 雅 普 诺 夫 方 阵 S(t) 使 
S(t) = A()S(:) - S(z)B(t) (4.16) 
则 称 (4.14) 5 (4.15) 运动 相似 .也 称 方 阵 A(t) 运动 相似 于 方 阵 有 B(t). 
(4.16) 也 可 以 写成 如 下 形式 
B(z) = SHt)A(t)S(t) - St)S (t) (4.17) 
因此 当 S(z) 不 含 上 时 ,(4.17) 就 变 成 B(1)=S-1A(z)S, 即 A(z) 与 B(z) 相 似 . 
所 以 运动 相似 是 相似 概念 的 推广 . 容易 验证 运动 相似 也 是 一 种 等 价 关 系 , 即 有 自 反 
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性 ,对 称 性 与 传递 性 . 
命题 4.5 系统 (4.14) 与 (4.15) 运 动 相似 当 且 仅 当 存在 李 雅 普 诺 夫 变 换 y= S(1)x 
将 (4.14) 变 为 (4.15). 

直接 运算 即 可 验证 ,具体 计算 过 程 从 略 .下 列 命题 的 成 立 也 是 显然 的 ,请 读者 
自行 完成 证 明 . 
命题 4.6 设 系统 (4.14) 具 有 指教 型 (普通 ) 二 分 性 ,又 设 (4.14) 运 动 相似 于 
(4.15), 则 系统 (4.15) 也 具有 指数 型 (普通 ) 二 分 性 . 
定义 4.4 我 们 称 系 统 (4.14) 是 可 对 角 分 块 的 ,如 果 (4.14) 运 动 相似 于 (4.15) ,而 

1 

aasma Boian O pa E B0B) 


的 阶 数 低 于 B(z) 的 阶 数 . 


í 


引 理 4.2 用 X(t) 表 示 (4.14) 的 基本 解 方 阵 , 设 书 = 
阵 , 则 存在 连续 可 微 的 非 退 化 方 阵 S(t) 使 


I 
$ Ph kay 阶 单位 方 


S(¿)PS (t) = X(t)PX !(z) } (4.18) 
SU = P)S !(¿) = X(t) - P)X (C) 
并 且 
1s(WI<Y2 (4.19) 


|S1G0|<[lxXG)PX 2) ?+ IXO - P)X-It)12]6 (4.20) 
证 明 为 书写 方便 , 函数 矩阵 中 的 t 省 略 不 写 ,例如 X(z) 中 的 上 不 写 ,简写 为 X. 
$ G=PX"XP+(I-P)X*X(1- P), HP» 表示 转 置 . 则 G 是 对 角 分 块 
形式 ,同时 是 对 称 的 .由 于 G 的 特征 根 值 皆 为 正 的 ,所 以 G 有 惟一 正 的 平方 根 尺 ， 
BI R?=G, 且 R” =R, 同 时 R 也 是 对 角 分 块 的 .因此 
PR = RP, PR`! = R !P 
(I-P)R = R(I- P), (I - P)R`! = R™'(I - p) 
现在 我 们 取 S= XR 1!, 则 SPS-!=XR -LIPRX-!, 由 (4.21), 则 SPS != XPR 1. 
RX !=XPX :, 即 S 满足 (4.18). 下 面 验证 S 满足 (4.19). 
利用 (4.21) 直 接 计算 
PS*SP+(I-P)S*S(I-P) 
= PR`!1X"XR !P + (I - P)R 1X* XR 1(I — P) 
= R'PX* XPR' + R '!(I-— P)X*X(I - P)R-! 
= R'GR' = I (4.22) 
于 是 对 任意 的 € € R" ,我 们 有 
|sel?=|S [P+(I-P)]éel? 


(4.21) 


“u” 微分 方程 分 类 原理 


<[lSsPel +| S(I1- P)El| 

<2[ | SP#|2+ | S(I— P)ë|2] 

=2[€" PS" SPE+6 (I1-P)S*S(I-P)E] 

=2¢" €=2] €|? (H(4.22)) 
可 得 | Se1</218| ,于 是 gp | SS </2, 这 就 验证 了 (4.19), 最 后 验证 (4.20). 

事实 上 ,(S-0)"(S-D=X* RRX! =X" 1PX* XPX-!+X*-!(I-P) 
"X"*X(1-P)X-1, 所 以 
|S-'|2<|xPxX-!|2+|x(I-P)x`!|2 

证 毕 . 
命题 4.7 设 (4.14) 具 有 二 分 性 (普通 二 分 性 或 指数 型 二 分 性 ), 即 (4.2) 成 立 . 同 
时 P 天 0 或 了 , 则 (4.14) 是 可 对 角 分 块 的 . 
证 明 用 X(z) 表 示 (4.14) 的 基本 解 方 阵 ,于 是 


[IX()PX s)| ket (¿> s) 
LXU =- P)X-1(s)|< kee) EN, ER 
不 妨 设 P = K p CHE 4.1 RBD). 
W3 4.2 EX R(t) 与 S(z). 由 引 理 4.2 与 (4.23) ,得 
|S(.)|< (2 (4.24) 
ISTIS [| X(:)PX A) + XOU — P)X 1(/)|2]% 
< (k? + 2) = /2k (4.25) 
又 由 引 理 4.2,S(t) 连续 可 微 .因此 SO) Efek Ek. 2 
RD)R-IC) = B(t) (4.26) 
FERC) 是 线性 系 
y = B(t)y (4.27) 


的 基本 解 方 阵 .下 面 我 们 证 明 (4.14) 运 动 相似 于 系统 (4.27) .事实 上 
S = (XR-1 = X'R-1 + X(R`1) = AG) XR! — XRRR? 

由 (4.26) 得 S =A(t)S- SB(z). 所 以 (4.14) 运 动 相似 于 (4.27). 

由 于 R 是 对 角 分 块 的 ,所 以 R, R -1 都 是 对 角 分 块 的 ,从 而 B(z) =R (t) 
R -1(z) 也 是 对 角 分 块 的 . 

B 
设 BD)=| i : o "从 以 上 证 明 可 以 看 Bi(z ) 的 阶 数 与 投影 方 阵 
2 

P 的 秩 数 是 一 致 的 , Ba(1) 的 秩 数 与 1 一 P 的 秩 数 是 一致 的 .证 毕 . 


Bı 
Ë amass Ry =| a mi) D EZE G 的 结构 与 R 
2 
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的 结构 可 以 看 出 , 子 系统 y1 = Bi(t)yi 的 解 方 阵 Yi(t) 与 y> = Bs(t)y 的 解 方 
阵 Y2(z) 分 别 满足 | YG) YEs) | 过 Me- (t> s), | Ya) Y7) < 
Me PG) (<s). XE M EEX, a, p AFDRPH a,B. 


4.3 ”指数 型 二 分 性 与 李 雅 普 诺 夫 函 数 


我 们 知道 微分 方程 解 的 稳定 性 可 以 用 李 雅 普 诺 夫 函 数 来 描述 ,而 二 分 性 也 是 
与 解 的 渐 近 性 态 相关 的 一 个 概念 . 因此 ,自然 考虑 到 二 分 性 与 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 关 
£. 
定义 4.5( 正 则 方 阵 与 正则 二 次 型 ) 设 G(t) 是 定义 在 尺 上 的 有 界 实 对 称 方 阵 ， 
其 特征 根 为 Ni(t) ,hn(z)， 如 果 存在 常数 n>0 使 

Ai 入-a C= Na j=y+1, n) 

则 称 G(1) 是 正则 方 阵 .相应 的 二 次 型 r" G(1)x 称 为 正则 二 次 型 
命题 4.8 系统 (4.1) 具 有 指数 型 二 分 性 的 充分 必要 条 件 是 存在 正则 二 次 型 
Viz)=x*G(1)z, 使 V(1,z) 洛 (4.1) 解 的 全 导数 dV C4) 是 正定 
二 次 型 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 .由 于 (4.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 故 由 命题 4.7, 系 统 (4.1) 运 动 
相似 于 


(4.28) 


dt Sa] 
又 由 命题 4.6 的 证 明 过 程 可 知 (4.28) 的 基本 解 方 阵 即 为 命题 4.6 证 明 过 程 中 的 
R(4). 因 RC) 是 对 角 分 块 ,所 以 可 写 为 R(z) = i x" aa 
2 
就 是 子 系统 y = Bile) y 的 基本 解 方 阵 ,Ra(4) 就 是 子 系统 = Balt) y 的 基 
本 解 方 阵 ， 


< 1, 
RP = | o 


[R(¿)PR-1(s)|= [Ri(#)Ril(s)| (4.29) 
另 一 方面 ,由 命题 4.6 证 明 过 程 可 知 S(t) = X(t) R), E 
|RCD)PR-I(s)| = S71(2)X(1)PX 1(s)S(s) 
< |S1(Ú)||S(s)|ke 2 (t< s)(H(4.23)) 
委 2paze "09 (t => s)(H(4.24),(4.25)) 
于 是 由 (4.29) 得 


dy- 人 
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[RIRIS |K 2e (>s) 
同 理 可 得 
[R,(z)(I — P)R;!(s)| < 22 PD (1<s) 
设 6E Rr,y € R"-7, 构 造 两 个 二 次 型 如 下 
w, =- [RR ODE as #2" H (6 


Wa = RR Oal ?as Ben Ha) 


(4.30) 


(4.31) 


设 |B1(7) | 之 oa, 用 y(i,to,yo) 表 示 y1 = Bit) y 的 满足 初 值 条 件 (to) = 


yo 的 解 .于 是 有 
| y(t, tosyo)| =|Ri(z)Ril(zo)yo| 
K2k?| yole (t> to) 
另 一 方面 
Its toryo) = vo + [f BOIC, tor yo)ds 
所 以 


t 
y(t. toyo) | 2 | yol -Í a + 2k? | yo | e7265 ds 
4 


ü 


= |x |l! - 2 地 (1 = e" "et0))] 


取 h > 0 充分 小 使 当 0 委 上 -wo 三 h 时 ,有 


Zak? -at 1 
1= (1—67) > 7 


于 是 
- Wiles) = [TROR ea 
fea 
>| [RCR O)E|?ds 
=] ys,0,0 la 
宇和 4|el? 
从 而 


Wilt, E) =- EHE- Alel? 
同 理 可 证 


(4.32) 
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Walts) = 9" l)a > $al (4.33) 
这 两 个 式 子 说 明 实 对 称 阵 Hi(z) 的 特征 根 hil), h (2) <— 各 , 实 对 称 阵 
Halt) BRER hyat) seha) > 4. 


另 一 方面 
dWi(z, €) NE 4 - 2 
i =B dtl [RSRI(A) Y(t,t0,y0) 1?ds 
=- Z|” | ROORTOR OR o)l ?ds 
=- Af lsGo,.y0)|2as 
= | y(t, to, yo)? 
= |él? 
同 理 
dW.(t ,n) =i 
dt Y =B,()7 
记 y = (f) ,现在 作 函 数 
_ [Wee n [HT J 也 。 
W(t,y) = (wea) y | (TY > H(t)y 


则 实 对 称 阵 H(z) 的 特征 根 为 (1),…,h,(), 且 前 y 个 不 大 于 
-4E n- y PRF, E 


dW(t 
dt 


= |yl? (4.34) 
(4.28) 
最 后 我 们 取 
V(z,z) = W(z,S'1(z)z) = z" S ()HO)S (i)e Er: G()z 
显然 G(z) 仍 为 实 对 称 阵 . 任 取 实 数 a, ay, ÌB a = col(a1,…,ay,0,…,0), 取 


z= S(t)a, 则 由 (4.32) 得 V(t,z)= W(z,a)< - Ë |a]? 由 (4.24), |z|< 
ISWI lalla] itla Shll AT Vez) -Ehl zl? 由 于 aa 
ar EEEN, SOTE AEREA G(z) 至 少 有 y 个 特征 根 小 于 等 于 Lh. 
同 理 可 证 G(?) 至 少 有 n- y MERAT EA. G(z) 仅 有 n 个 特征 根 ,所 以 
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G(z) 的 特征 根 g1(+),…, g(t) 满 足 
gD- ih G=) gO >h G= Y+ ls.) 


同时 


dV(t,z) = dW(t.S `!(z)z) 
dt 六 =A(Dz dt r= AG)z 
I , [B((:) 
注意 到 当 z(1) 是 x =A(z)z H, S a) y = Bi() ?的 
解 ,所 以 由 (4.34) 
dV(t,z) _ dWw(:.S`1(t)=) = eat 2 
de |z- ` dt his 的 0 


由 (4.24), 有 
(æl = [SS tæl IS) ISt) KVIS) 
所 以 


dV(t,z) 
dt 


1 2 
人 |3 
-Ar 二 2 lzl 


下 面 证 明 充分 性 . 设 存在 正则 二 次 型 V(1,z)=z"G(t)z, 且 V(t,z) 沿 
(4.1) 的 全 导数 为 正定 .由 于 G(+) 有 界 , 故 可 设 


|V(z,z=)|<a,í| zl? (4.35) 
dYU.) UAS >al x|? (4.36) 
=A(Dz 


这 里 aaz 都 是 正常 数 . 

设 G(z) 的 特征 根 为 g1(t),…,g,(t), 由 于 G(z) 正则 ,所 以 存在 jp > 0 使 
ga) 人- pli =1,2,…,7),gj(1) 宇 p(j = 7Y+1,…,n), 于 是 存在 R" rh BJ y HE 
FZR L 及 其 正 交 补 空间 L'“, 使 对 L 中 的 任何 非 零 向 量 zo 及 L” 中 的 任何 非 零 向 
Ht zo 都 成 立 

V(tzo) <- y| zol? 对 一 切 上 成 立 (4.37) 
V(tzo) 之 pzo 2 对 一 切 z 成 立 (4.38) 
任 取 zoE 工 ,zo 天 0, 任 取 tio € R. 设 z(t,to,zo) 是 (4.1) 满足 初 值 条 件 


z(t0) = zo 的 解 .考虑 £ < 10, 由 于 地 > 0, 故 


V(t, ælt, to zo) V(to, zo- z| zo|? (4.39) 
FLK t< 如 时 ,V(t,z(t,to,zo)) 恒 为 负 .于 是 
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dV(t,z(t,to,zo)) 


=n > a,|=z(t,to,z0)|2 


>“2|v(z,z=(t,to,z0))| 
ai 
>- “2y(,;,z(t,to,zo)) 
aji 
从 to BJ t RIER, 48 


t dV(t,z(t,to,zo)) — f! _ az 
n V(r,z(z,toszo)) >P -Sar 


即 
Va zo) < V(t,zo)eop[- Ee 10)) (<0) (4.40) 
由 (4.35), 并 注意 V(t ,z(t,to,zo)) 恒 为 负 (+ < to) ,得 
V(z,z(t,to,zo))>— a,|z(t,to,zo)|2 
由 (4.37) 得 ”V(to,zo) 过 -py|zol?, 把 上 面 两 式 代入 (4.40) 得 
-ailal stoszo)|? <- a|zo|%eo[- 2G -0)] G<) 


记 z(t,to,zo) = 工 , 则 zo = z(to,t,z), 由 上 式 得 


leton DIKE zle- fto- D)e <i) 
将 字母 1 ,zo 对 调 , 则 得 


letn DIK Ezeo- -ww) < 


Wal) = alesto) WE = z(a) iB J! = ki = a, 则 上 式 政 写 为 
Iz(z)|< k|=(zto)|exp(—a(t- to)) (wo<i) (4.41) 
fE L 中 取 y 个 线性 无 关 的 ros, zo,, 于 是 由 关系 式 cl, tos Zo; ) = z, 确定 的 
Tiot, 也 是 线性 无 关 的 ,从 而 由 关系 式 zi(t)=z(t,to,zi) 确 定 的 (4.1) 的 解 
ZX1(1),…,zy(t) 也 线性 无 关 . 
注意 到 (4.41) 中 的 ,a 只 与 a1,a2,p 等 常数 相关 ,而 与 zo 无 关 , 因 此 zi(1),…， 
zy(t) 的 任意 线性 组 合 z (1 ) 都 满足 
Iz(2)|< k|z(z)|e G") (1 <) (4.42) 
由 于 了 上 是”-Y 维 的 , 同 理 可 证 系统 (4.1) 存 在 n- y PREE ril), 
zn(t) ,它们 的 任意 线性 组 合 (+) 满足 
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|Z (¿|< k|Z (zo)|exp(- a(to -t)) (to 7) (4.43) 
HFH t+ oo 时 ,|z(2)| 一 0(i=1,2,…,7), 而 |w(2)| 一 (j=7Y+1,…， 
n) ,因此 zy+1(t),…,zn(z) 中 的 任 一 解 都 不 是 z1(z),…, zy(z) 的 线性 组 合 , 因 
此 1(2),…,zy(1) ,zyt1(1),…,Zzn(1) 构 成 (4.1) 的 一 组 基本 解 . 取 X(z)= (zl 
(2),…,zn(z)), 则 X(z) 是 (4.1) 的 一 个 基本 解 方 阵 . 
取 投 影 方 阵 p= orr 阶 单位 阵 ,由 (4.42),(4.43) ,对 任意 6€ R" 
有 
|XG¿)Pe|< k| X(to)PE|expl- a(to -1)) (t> to) 
|X(¿)(I- P)e£€|< k|X(to)(I - P)é|lexp(- a(to -1)) (t< to) 
由 命题 4.1 可 知 ,系统 (4.1) 具 有 指数 型 二 分 性 .证 毕 . (该 命题 对 R * , R ` L 0938 
数 型 二 分 性 也 是 对 的 ) 


4.4 二 分 性 在 小 扰动 下 的 不 变性 


二 分 性 的 一 个 重要 特性 是 在 小 扰动 下 是 稳定 的 . 
命题 4.9 设 系统 (4.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 则 存在 S>0, 对 定义 在 R 上 的 任意 连 
续 方 阵 B(1), 只 要 | B(1)| < 8, 则 扰动 系统 
x’ = (A(t) + B(t))x (4.44) 
仍 有 指数 型 二 分 性 , 且 投影 方 阵 的 秩 不 变 . 


证 明 由 命题 4.8 可 知 存在 正则 二 次 型 V(t,z) = zx GU) WIE 
alzl?, 即 


之 
(4.1) 


z* (A ODGO + GWAU) + LN >alzl? (45) 
于 是 


dV 


dt 


z" (A* G)GG) + G()A (0) + SGN) 
t+="(B*(#)G(z) + G(#)B(t))= 


#|G()|<M,R a= M WH] B()|<9 时 ,由 (4.45) 可 推 得 
av 


dt |x (A+B) 
再 由 命题 4.8 知 ,扰动 系 > = (A(:)+ B(:))<= 仍 具 有 指数 型 二 分 性 . 
从 命题 4.8 的 证 明 可 知 ,投影 方 阵 的 秩 与 G(z) 的 负 特 征 根 的 个 数 是 一 致 的 . 


=(A(D+BCDDJz — 


> 2_ 471l2= 2|,|2 
之 alzl 21z| 21z| 
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因此 扰动 系 的 指数 型 二 分 性 的 投影 方 阵 的 秩 不 变 . 
注 命题 4.9 对 于 及 + 或 尺 - 上 的 指数 型 一 分 性 也 是 对 的 . 而 对 普通 二 分 性 ， 
有 下 列 结论 
命题 4.10 设 (4.1) 具 有 普通 二 分 性 , 且 | “| B(t)|di <+, MRAR z= 
(A(1)+B(1))z 仍 具有 普通 二 分 性 . 
该 命题 的 证 明 可 参考 文献 [5] 的 8 4. 


4.5 指数 型 二 分 性 的 准则 


下 面 叙述 一 个 利用 解 的 变化 特征 来 判定 系统 是 否 具有 指数 型 二 分 性 的 方法 . 
这 个 准则 在 理论 探讨 中 是 很 有 用 的 . 
命题 4.11 系统 (4.1) 在 R+ 上 具有 指数 型 二 分 性 的 充 要 条 件 是 存在 常数 6(00< 0 
<<1) 及 常数 了 >0, 使 (4.1) 的 任 一 解 z(1) 当 >T 时 都 满足 


|z()|< Parl zu) (4.46) 
证 明 ” 先 证 必要 性 . 设 (4.1) 在 R*+ 上 具有 指数 型 二 分 性 .由 命题 4.1, 有 
|X()PélSk|X(s) Pele "et" (过 5 过 0) 


4.47 
[XCD =- P)£|< k|X(s)(I — P)ẹ le PE- š ) 


其 中 ,8>0， 
Blr) 是 (4.1) 的 任 一 解 , 记 x(t) = X()PX-I(t)z(z),za(t) = X(t) ` 
(1 一 P)X- 1(z)z(z), 于 是 
alt) = X(z)PX-!(s)zi(s) + X(z)(I - P)X-I(s)za(s)、 
分 两 种 情况 讨论 : 
1° 如 果 |zz(s)| 宇 |z1(s)| ,那么 对 :三 s 有 
|z(z)|2> |X(#)(I- P)X-!(s)<=,(s)|- |X(#)PX-1(s)zi(s)] 
(4.48) 
在 (4.47) 的 第 二 个 式 子 中 将 *,s 对 调 得 
IXO -= PEIS KIX) -Pele (0<s<i) 
取 &=X 1(s)z2(s), 则 
[XOU -PX 1(s)zx(s)|>>k | X(T -PX Is) ras) | e679 
=k'!|X(s)(I-P)X-1(s)X(s)(I-P)X-1(s)z=,(s)| 26-9 
=k za(s) | eT) (¿2s2>0) 
由 (4.48) , 当 t>s>0 时 得 
lalt) [>ket] és) —ke-sG-53|xi(s)| 
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三 (4-les(-9 — ke-9) | xls) | 
SA (kiA ee) | z(s)| 
2° 如 果 |z1(s)| 宇 | za(s) | ,那么 类 似 地 可 得 : 当 0<t 过 s 时 有 
JaC) [SA (g -如 ep-9)1z(s)|. 
对 满足 0<0<1 的 任意 0, 我们 可 以 选取 T>0 充分 大 ,使 
k'e - ke > 207! 
k-leT — ke PT >20! 
于 是 在 任何 一 种 情形 下 , 当 * > 工时 都 有 
|z(s)|<0 sup lz(u)| 


下 面 证 明 充 分 性 . 设 (4.46) 成 立 . 先 证 明 存在 常数 c > 1, 使 (4.1) 任 一 非 零 解 
x(t) 满足 
|z=(G2)|<c|<=(s)| (0<s<:<s+T) 
事实 上 设 |A(1)| 壹 M,WBUE| X(e)X 1(s)|< exp(M|: - s|). FJE 84 0 < s 
< t< s+THhB,#|X(:)X-1(s)| < MT Bi 


A ' 
Su X(:)X (s 二 ev 
+ £ 


取 &=X(s)7, 则 sup (<er, mu 
[x(z)n|<Mr|x(s)7| ,Bl 

la) #Mr|z(s)]| (0<s<t<s+T) 
取 c = exT , 则 得 


|[zG)|<c<|<(s)| (0<s<r=<s+T) (4.49) 
记 V=l|ëé||XG08|< +=, r€ R'|, Xk V J V 的 正 交 补 空间 . 任 取 e€ V, 
又 取 zx(t)=X(1)&, 则 zxz(z) 是 (4.1) 的 有 界 解 .对 任意 s 宇 0, 令 jy(s)= 
sup|=(a)| ,那么 对 之 s+ 了, 由 (4.46) 有 |z(1)|<9* sup_;|z(w)1<n(s). 
因此 ， 

p(s) = up. |z(u)| (4.50) 

于 是 由 (4.49),(4.50) 可 得 |z(2)|<c|z(s)|(0<s<t< + eo) 
如 果 s+nT<t<s+ (n+1)T, 那 么 

lale) <e Yall #c|=(s)| 


< 0TA] (s)| 
取 = 9-!c,a =- 二 Inb( 注 意 w > 0), 则 得 
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lz(l<ke "Hz()| (0<s<i<™) (4.51) 
再 任 取 7E V ,7 天 0,z(z) = X(t), W > (z) (4.1) 的 无 界 解 . 取 点 列 | tnt W 
E 
1° |z(z,)|= 0-"c; 
2 Irea OLAR) 
BEZ,T < ti < t, < < ta < B ta > co Ehh, tni S t, + T. 
HROS t < s, 则 存在 自然 数 m nm < ntn < t < r, t, < s < 


tnst 


由 于 |<=(:,)| < 9 ssp ,lz(u)|, 而 当 0 < u < t BF, |z(u)| < 


0 1|z(z,)|. 因 此 
[z(z)|< 0-"-1e = @-"m|z(z,.)| 
< i 0-10-m+|z(s)| 
< <0ke-5|z(s)| 
= ke "His)| (0 和 :过 5) (4.52) 
注意 到 (4.51),(4.52) 中 的 有 ,a 只 与 c,0, 卫 相关 ,而 与 解 z(1),z(z) 的 取 法 
无 关 , 因 此 只 要 重复 命题 4.8 证 明 中 的 末尾 一 段 的 推理 , 即 得 系统 (4.1) 在 R+ 上 
是 有 指数 型 二 分 性 .证 毕 . 
下 面 介 绍 一 个 关于 纯 量 方程 具有 指数 型 二 分 性 的 充 要 条 件 . 
考虑 纯 量 方程 
x = plt)x (4.53) 
p(t) 定义 在 R(R*) 上 ,连续 有 界 . 
命题 4.12 ” 纯 量 方程 (4.53) 具有 R 上 的 指数 型 二 分 性 的 充分 必要 条 件 是 存在 


PKT > 0 使 对 一 切 5 > 0, 有 || o as|>1 
证 明 “必要 性 . 设 (4.53) 具 有 指数 型 一 分 人 性, 则 


efod Lk) (>s) 


或 
efod < hje-els) (<s) 
车 前 者 成 立 则 有 | p(r)dr <- alt- s) + Ink, T = aC + Ik) Ml 
[oasi 
车 后 者 成 立 , 则 有 
[Cy <- als - D) + Ik 
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WT =a (+b). Ü 2(r)dr <- 1 或 写作 
[pWar>1 


因此 全 有 || ”2(r)dc 
下 面 证 明 充分 性 , 设 || ”2(r)dr 


t+T +T 
[odai 或 六 podc<-1 
， 


seg; 


宇 1, 则 由 p (r) 的 连续 性 ,有 


若 前 者 成 立 , 则 | ip(r)dr<- 工 设 mp 12(D1= M,Xi&a = To， 
任 取 s 之 上 之 0， Webnews m 使 mT 之 s - t< (m +1)T, 于 是 
efira ë a "Oa! nro Ca 

< Me™ 

< AMT+1,-(m+l) 

< Mr lG 

= kes G= 
所 以 (4.53) 具有 R* 上 的 指数 型 二 分 性 . 
B| p(r)dr <- 1, 可 类 似 证 明 .证 毕 . 

命题 4.12 对 于 全 轴 上 的 指数 型 二 分 性 也 是 对 的 ,但 要 作 适 当 修改 , 即 要 求 不 

等 式 || ”2(r)dc| > 1 对 一 切 € R 成立. 
命题 4.13 纯 量 方程 (4.53) 具有 全 轴 上 的 指数 型 二 分 性 的 充 要 条 件 是 存在 
T > 0, 使 对 一 切 : ERÄ 


| 三 oa >1 


$5 概 周期 函数 、 拟 周期 函数 和 回复 函数 


先 考虑 概 周期 函数 . 
定义 5.1 设 f(1) 是 对 一 oo < 1<+ oo 有 定义 而 且 连 续 的 函数 . 如果 对 任意 
e >0,## L = L(e) > 0, 使 得 在 任何 长 度 为 上 的 区 间 中 至 少 存在 一 点 ft 使 
[fü +z)- fG)|< £ (— e < t <+ eo) 
则 称 F(t) 是 概 周期 函数 . r 称 为 f(z) 的 相对 于 & 的 概 周 期 . 
EXS. EHAK) H f(t) 是 对 -co<t<+co 有 定义 的 连续 函 教 , 若 对 任意 
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实数 列 | 亡 上, 函数 列 | f(t + 有 )| 总 有 在 ( 一品，+ co) 上 一 致 收效 的 子 列 , 则 称 f(z) 
是 正规 函数 . 
命题 5.1 f/(i) 是 概 周 期 函数 当 且 仅 当 它 是 正规 函数 . 

概 周 期 函数 有 以 下 主要 性 质 
命题 5.2 ”一 致 收效 的 概 周 期 函数 列 的 极限 是 概 周 期 函数 . 
命题 5.3 FO Ym) EREN 上 是 一 致 连续 的 ,而 filt), falt) AM 
ARARA EREA AA) fa ADNE, M F), =, f(t)) 是 概 周 
MAK. 
命题 5.4 概 周期 函数 F(z) 的 导数 SURAE, Atk, 三 (2) 也 是 概 
周期 函数 . 
命题 5.5 概 周期 函数 的 平均 值 


， [7 
MO) = lim KS row 
存在 , 且 不 依赖 于 t. 


但 与 周期 函数 的 一 个 明显 区 别 是 即使 M(f) = 0,F(:) = row 也 不 一 
定 是 概 周 期 函数 ,而 且 F(z) 可 能 是 无 界 的 . 
定义 5.3( 拟 周期 函数 ) Flur, um) Æ R”>R 的 连续 函 教 ,awl，…,awm 是 m 
个 非 零 实数 ,车 对 任意 (41，… ,ww)E€ R", 

F(u, t or,u2 + w2, tm + om) = F(ur,u2, rum) 

则 称 f(z)= 下 (z，…t) 为 拟 周期 函数 . 

显然 , 若 w1,…, wn 关于 有 理 数 线性 相关 ( 即 存在 有 理 数 yi, …, Yn, 
ye, = 0), 则 /(4) 就 是 周期 本 数 . 
定义 5.4( 回 复 函数 ) 设 f:R—R 连续 ,对 任意 E>0, 存 在 L=L(e)>0, 使 对 任 
意 u,vER, 在 (v,v+ 工 ) 中 至 少 可 以 找到 一 点 w, 使 |F(z)- (wo)|<e, 则 称 
JF(t) 是 回复 函数 . 

回复 函数 是 一 类 很 广 的 函数 , 拟 周期 函数 、 概 周期 函数 都 是 它 的 特例 . 

上 面 介绍 的 是 纯 量 概 周 期 函数 , 纯 量 拟 周期 函数 , 纯 量 回复 函数 . 若 一 个 向 量 
(和 矩阵) 函数 的 每 一 个 分 量 (元 素 ) 都 是 概 周 期 函数 ,就 称 这 个 向 量 (和 矩阵) 函数 是 概 
周期 向 量 (矩阵 ) 函 数 .类 似 地 可 定义 向 量 (矩阵 ) 拟 周期 函数 与 回复 函数 . 
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分 门 别 类 的 思想 是 自然 科学 的 基本 思想 之 一 . 把 具有 相同 或 相近 性 质 的 对 象 
归 为 一 类 ,有 选择 地 研究 同类 中 的 一 个 对 象 即 可 知道 同类 中 所 有 对 象 的 大 体 性 质 . 
因此 分 门 别 类 的 工作 无 疑 是 很 有 意义 的 . 

在 数学 中 ,分 类 的 基本 原则 是 要 首先 建立 一 个 所 谓 “ 等 价 关系 ”, 使 同一 类 中 的 
所 有 对 象 都 彼此 等 价 ,而 不 同类 中 的 任何 两 个 对 象 恒 不 等 价 .要 做 到 这 一 点 ,就 要 
使 “等 价 关系 "具有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 

对 微分 方程 来 说 ,等 价 关系 "还 要 保证 两 个 等 价 的 微分 方程 的 积分 曲线 的 全 
局 结构 和 解 的 渐 近 性 态 相同 或 相近 . 


$6 自治 系 之 间 的 等 价 关系 


考虑 两 个 自治 系 
z” = fla) (6.1) 
y = (y) (6.2) 
其 中 z,y€ R", f: Di >R", p: D, > R" Ñi Di, D, 都 是 R" 中 的 开 区 域 . 又 设 
(6.1),(6.2) 分 别 在 RxDi 与 R x D, 上 满足 解 的 存在 惟一 性 .用 x(t, to, zo), 
y(t ,to,y0) 分 别 表示 (6.1),(6.2) 满 足 初 值 条 件 zx(to) = zo,y(to) = yo 的 解 . 
定义 6.1 设 存在 双 射 S: DI 一 DD,, 它 将 (6.1) 的 解 映 为 (6.2) 的 解 . 若 S £ F| E 
(Pp S,S 都 连续 ), 则 称 (6.1) 拓 扑 等 价 于 (6.2). 若 S 是 微分 同 胚 ( 即 S,S-! 都 
连续 可 微 ) , 则 称 (6.1) 微 分 等 价 于 (6.2), 若 S 是 线性 同 构 ( 即 S, S 1 都 是 线性 
的 ), 则 称 (6.1) 线 性 等 价 于 (6.2). 
拓扑 等 价 \ 微 分 等 价 与 线性 等 价 统称 为 等 价 . S 称 为 (6.1) 到 (6.2) 的 等 价 函 
数 . 
显然 ,拓扑 等 价 \ 微 分 等 价 与 线性 等 价 都 是 等 价 关 系 , 即 都 具有 自 反 性 、 对 称 性 
与 传递 性 , 而 这 三 种 等 价 关系 彼此 的 关系 是 :线性 等 价 一 微分 等 价 ~ 拓 扑 等 价 . 
现 设 (6.1) 与 (6.2) 等 价 ,又 设 (6.1) 到 (6.2) 的 等 价 函数 为 S. 于 是 
S(z(t,to,zo)) 是 (6.2) 的 解 .从 而 存在 y € D,, 使 
S(xz(t,to,zo))= y(z,to,yo) 


特别 地 取 z = to, 就 得 到 y = S(zo). 于 是 有 
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S(z(t,to-zo))= y(t,to,S(zo)) (6.3) 
在 系统 (6.1) 的 解 与 系统 (6.2) 的 解 之 问 给 定 一 种 对 应 关系 
Xx(t,to, Tory(t, to, S(y0)) (6.4) 


则 显 见 (6.1) 的 解 与 (6.2) 的 解 之 间 是 1- 1 对 应 的 . 
命题 6.1 若 (6.1) 与 (6.2) 等 价 , 则 (6.1) 与 (6.2) 相 对 应 的 解 必 具有 相同 的 存在 
区 间 
证 明 设 z(z,to,zo) 的 存在 区 间 为 (ea ,0). 由 (6.4),z(t,to,zo) 对 应 的 解 为 
y(t,to,s(zo)).H(6.3) 

y(t,to,s(z=o))= S(z(t,to,zo)) 
所 以 y(t,to,s(xo) ) 的 存在 区 间 不 小 于 (a ,5). 

X a>- o, WH e—a +0ORt, Ct, toxo) KF Di 的 边界 .由 于 S:D >D 
是 同 胚 ,所 以 当 上 一 a + 0 BF, y (t,to,s(z0)) 趋 向 D, 的 边界 . 因此 ， 
y(t,to,s(x0) ) 的 存在 区 间 的 左 端点 必 为 a . 

XH b 亦 可 类 似 地 讨论 .证 毕 . 
命题 6.2 车 (6.1) 与 (6.2) 等 价 , 且 Di = D;= R", 则 它们 相对 应 的 解 是 有 相同 的 
有 界 性 或 无 界 性 . 

证 明 设 z(t,to,zo) 是 (6.1) 的 有 界 (无 界 ) 解 ,由 于 S: R, >R, 是 同 胚 ,所 以 
(4 ,to,XT0) 的 对 应 解 y(t,to,S(zo))=S(z(t,to,zo)) 也 有 界 (无界 ). 

接 下 来 的 问题 是 :等 价 关系 能 否 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 ?具体 地 说 , 若 
X(t,to,x0) 是 (6.1) 的 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 解 , 它 的 对 应 解 y(1,to,s(zxo0) ) 是 否 亦 为 
(6.2) 的 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 解 ? 我 们 指出 ,拓扑 等 价 与 微分 等 价 都 不 能 保证 相对 应 的 
解 具有 相同 的 稳定 性 ,但 线性 等 价 可 以 保证 相对 应 的 解 具有 相同 的 稳定 性 . 

考虑 下 面 的 例子 . 设 

z=1 (rz>0) (6.5) 

y=33 (>0) (6.6) 
系统 (6.5),(6.6) 在 R x R* 上 满足 解 的 存在 惟一 性 .用 (1 ,zo),y(z,yo) 分 别 表 
示 (6.5),(6.6) 满 足 初始 条 件 zx(0) = zo,y(0) = yo 的 解 .显然 有 (1,z0)=z+ 
zoy(r,y0)= (tt y0)’. 取 S(z)= za, 则 S:R+ -> 及 * 是 微分 同 胚 , 另 -方面 ， 
S(z(1,z0))=(t+zo) 是 (6.6) 的 解 .因此 (6.5) 与 (6.6) 在 R+ 上 微分 等 价 .下 
面 考虑 (6.5),(6.6) 解 的 稳定 性 .由 于 

X(t,T1) -T(t,72)=(t+7)- (t+7r2)= rx- 22 
因此 (6.5) 的 每 一 个 解 都 是 稳定 的 .而 
y(t,y1) — y(t,y2) 


. 28. 微分 方程 分 类 原理 


= (t + yi) — (z + y) 
= 312(y1 — y2) + 3t(yi2 — y22) + (yi? — y2?) 
因此 (6.6) 的 每 一 个 解 都 是 不 稳定 的 . 
上 述 例子 说 明 ,拓扑 等 价 与 微分 等 价 不 能 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 .线性 
等 价 可 以 保证 对 应 解 具有 相同 的 稳定 性 , 待 后 将 予 证 明 .由 这 些 原因 ,我们 将 对 拓 
扑 等 价 与 微分 等 价 概念 加 以 改进 . 
定义 6.2 设 存在 双 射 S:D1->D,, 它 将 (6.1) 的 解 映 为 (6.2) 的 解 . 若 S,S 1 都 一 
致 连续 , 则 称 (6.1) 强 拓扑 等 价 于 (6.2). 若 S,S-1 都 连续 可 微 且 一 致 连续 , 则 称 
(6.1) 强 微分 等 价 于 (6.2). 
下 面 将 证 明 强 拓扑 等 价 可 以 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 ,从 而 强 微分 等 价 
也 自然 能 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 . 
命题 6.3 设 (6.1) 强 拓扑 等 价 于 (6.2). 若 z(t,to,zo) 是 (6.1) 的 稳定 解 , 则 它 的 
对 应 解 y(t,to,s(zo)) 是 (6.2) 的 稳定 解 . 
证 明 设 z(t,to,zo) 为 (6.1) 的 解 , 正 向 稳定 .又 设 (6.1) 到 (6.2) 的 等 价 函 数 为 
S , 则 它 的 对 应 解 为 >(t,to,s(zo)). 由 于 S 一 致 连续 ,所 以 对 Ye>0, 了 51>0, 只 
要 |z1-zo| <61, 就 有 


|S(z1) - S(zo)|< e (6.7) 

由 于 z(t,to,zo) 正 向 稳定 ,所 以 对 上 述 ó, >0, 了 62 >0, 当 | x1- zo | <ô 时 ,对 
任意 to 及 任意 >t 有 

| z(t,toyzl) — z(t,to,zo)| < ôi (6.8) 


记 S(zo) = yo, 由 于 S :也 一 致 连续 ,所 以 对 上 述 8 > 0, 存 在 83 >0, 使 当 
|y1- yo|<53 时 有 

|S-!(y) - S-1(yo)| < 8; (6.9) 
由 (6.8) 得 知 对 任意 to 及 任意 2: 有 

|z(t,tos 1(y1)) - z(z,to,s l(yo))| < ó, 
又 由 (6.7) 知 ,对 任意 to 及 任意 >to 有 
1S(z(ttos 1(y1))- S(z=(z,to,s l(yo))|< € 
由 (6.3) 式 ,上 式 可 写 为 
|>(t,zo,yi) - y(t,t0,y0)|<e 

可 见 >(t,to,yo) 是 系统 (6.2) 的 稳定 解 .由 于 yo= S(zo). 故 y(1,to,yo) 是 alt, 
zo,zo) 的 对 应 解 .证 毕 . 
命题 6.4 设 (6.1) 与 (6.2) 强 拓扑 等 价 . 若 z(t,to,zo) 是 (6.1) 的 渐 近 稳定 解 , 则 
它 的 对 应 解 y(t,to,s(zo)) 是 系统 (6.2) 的 渐 近 稳定 解 . 
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证 明 不 妨 设 <(z,to,zo) 正 向 渐 近 稳定 . 由 于 渐 近 稳定 包含 稳定 ,因此 命题 6.3 
中 的 式 子 全 部 成 立 . 我 们 可 以 全 部 沿用 . 由 于 r(t, to zo) 渐 近 稳 定 ,所 以 存在 
6>0, 当 | zi- zol|<3 时 ， 
lim | z(t,t0,71) — z(t,to,zo)| = 0 
由 于 S-! 一 致 连续 ,所 以 对 上 述 3>0, 存 在 36>0, 当 |y1 -yo|<5 时 (注意 yo = 
S(zo)) 有 
|S-1(i) - S-1(yo)|< è 
从 而 
lim |z (t,t0,S 1(y))- x(t,to,S!(y0))|=0 
由 于 S 一 致 连续 , 故 
lim | S(z(t,t0,S 1(y1)))— S(z(t,to,S 1(yo)))| = 0 
即 
dim | y(t, tosy1) — y(t,t0,y0)|= 0 

这 说 明 y(z,to,yo) 渐 近 稳定 .由 于 yo= S(zo), 故 >(t,to,yo) 即 是 z(t,to,zo) 的 
对 应 解 .证 毕 . 

对 于 自治 系 而 言 ,稳定 、 渐 近 稳定 分 别 包含 一 致 稳定 与 一 致 渐 近 稳定 ,因此 命 
题 6.3,6.4 也 分 别 包含 下 列 命题 . 
命题 6.5 设 系统 (6.1) 与 (6.2) 强 拓扑 等 价 . 若 z(1,t0,zx0) 是 (6.1) 的 一 致 稳定 
(一 致 渐 近 稳定 ) 解 , 则 它 的 对 应 解 y(z,to,S(zo)) 是 (6.2) 的 一 致 稳定 (一 致 渐 近 
稳定 ) 解 . 

作为 命题 6.3,6.4 的 直接 推论 ,我 们 有 
命题 6.6 设 系统 (6.1) 与 (6.2) 线 性 等 价 . 若 z(t,to,zo) 是 (6.1) 的 稳定 ( 渐 近 稳 
定 ) 解 , 则 它 的 对 应 解 y(t,to,S(zo) ) 是 (6.2) 的 稳定 ( 浙 近 稳定 ) 解 . 
证 明 由 于 S,S! 都 是 线性 的 ,所 以 S,S-! 都 一 致 连续 .因此 ,线性 等 价 蕴 含 着 强 
拓扑 等 价 .由 命题 6.3,6.4 即 得 结论 . 

下 面 我 们 来 说 明 , 若 系统 (6.1) 与 (6.2) 微 分 等 价 , 则 (6.1),(6.2) 的 右 端 函数 
8(z),9(y) 与 等 价 函 数 S 满足 一 定 的 关系 . 
命题 6.7 若 系统 (6.1) 与 (6.2) 微 分 等 价 , 且 (6.1) 到 (6.2) 的 等 价 函 数 为 S, 则 当 
z€ D, 时 有 

S'(z=)f(z=) = p(S(z)) (6.10) 
证 明 VtoER,VYzoEDi, 由 (6.3) 式 有 
S(z(t,t0,70))= y(t,to,S(zo)) 

关于 上 微分 上 式 得 
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S'(=z=(t,to,zo)): f(z(t,to,zo))= @(y(t,to,S(zo))) 

特 取 t=to 得 S'(xo)f(zxo)=gp(S(xo)), 由 于 zo€E Di 是 任意 的 ,所 以 命题 得 证 . 

最 后 ,我 们 考虑 自治 系 在 平衡 点 ( 奇 点 ) 邻 域 的 局 部 等 价 概念 . 

设 p,q 分 别 是 系统 (6.1) 与 (6.2) 的 平衡 点 , 即 f(p)= pg(g)=0. 
定义 6.3 设 存在 户 的 一 个 令 域 U 5q 的 一 个 领域 V 及 一 个 双 射 S:U 一 V, 它 将 
(6.1) 在 U 内 的 解 映 为 (6.2) 在 V 内 的 解 . 若 S 是 同 胚 , 则 称 (6.1) 与 (6.2) 在 平衡 
点 力 与 g 邻 域 局 部 拓扑 等 价 . 若 S 是 微分 同 胚 , 则 称 (6.1) 与 (6.2) 在 平衡 点 pp 与 
q 和 邻 域 局 部 微分 等 价 . 由 于 U,V 是 有 界 区 域 ,所 以 S 在 U 的 内 闭 区 域 上 一 致 连 
续 ,S E V 内 闭 区 域 上 也 一 致 连续 . 因此 不 难 证 明 
命题 6.8 设 (6.1) 与 (6.2) 在 奇 点 户 与 g 邻 域 局 部 拓扑 等 价 . 若 记 是 系统 (6.1) 的 
稳定 ( 渐 近 稳定 ) 的 奇 点 , 则 q 是 系统 (6.2) 的 稳定 ( 渐 近 稳定 ) 的 奇 点 . 
命题 6.9 设 (6.1) 与 (6.2) 在 奇 点 户 与 g 邻 域 局 部 拓扑 等 价 . 若 户 是 系统 (6.1) 的 
一 致 稳定 (一 致 渐 近 稳定 ) 的 奇 点 , 则 q 是 系统 (6.2) 的 一 致 稳定 (一 致 渐 近 稳定 ) 
的 奇 点 ， 
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考虑 两 个 非 自治 系 
x = f(z,z) (7.1) 
y = 9(t,y) (7.2) 
tER;x,yER";f,p:RXR"—R". 
设 (7.1),(7.2) 在 Rx R" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 . 
关于 非 自 治 系 之 间 的 等 价 定义 ,首先 联想 到 沿用 定义 2.1 的 方式 加 以 定义 .但 
我 们 从 下 面 的 一 个 例子 可 以 看 出 ,沿用 定义 2.1 的 方式 来 定义 非 自治 系 之 间 的 等 
价 性 是 过 于 狭窄 了 . 
设 


z =0 (7.3) 
y = cost (7.4) 
用 z(t,to,zo),y(t,to,yo) 分 别 表示 (7.3),(7.4) 满 足 初 值 条 件 
Zz(to)=zo,y(to)= yo 的 解 , 则 易 得 
ZTCt,to,ro)=zo， y(t,to,yo)=sint -sinto + yo 
显然 这 两 个 系统 的 积分 曲线 的 拓扑 结构 与 解 的 渐 近 性 态 是 十 分 相近 的 . 然而 
按照 定义 2.1, 它 们 是 不 可 能 拓扑 等 价 的 .事实 上 ,不 论 怎样 选取 同 胚 S, S(t, 
to,z6))= S(zo) 都 不 可 能 是 (7.4) 的 解 . 
我 们 回忆 一 下 ,用 李 雅 普 诺 夫 函 数 判 断 解 的 稳定 性 时 ,对 于 自治 系 , 李 雅 普 诺 
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RRR V(z) 是 不 依赖 于 + 的 ;而 对 非 自治 系 李 雅 普 诺 夫 函 数 V (+ ,zx ) 往 往 与 
相关 .因此 ,我 们 自然 可 以 想到 非 自 治 系 的 等 价 关 系 应 当 与 + 相关 较为 妥当 . 即 等 
价 函数 应 为 S(+ ,xz). 我 们 要 求 对 任意 固定 的 +,S(:，*) 是 一 个 双 射 .但 由 此 产生 
的 第 一 个 麻烦 是 当 上 不 同时 ,S(+， ) 的 定义 域 与 值 域 都 可 能 不 相同 .为 避 开 这 个 
麻烦 ,我 们 干脆 只 考虑 全 空间 , 即 要 求 对 任意 固定 的 £, SC, EÈ R"— R" 的 双 射 . 
于 是 我 们 自然 会 考虑 用 以 下 方式 来 定义 非 自治 系 的 等 价 关系 . 

定义 A 设 存在 函数 S:R Xx R">R", 对 任意 固定 的 1，S(1,') 是 R"— R" 的 同 
胚 ,如 果 (1) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(z,z(t)) 是 (7.2) 的 解 ,那么 称 (7.1)( 全 局 ) 拓 扑 
等 价 于 (7.2). 

下 面 我 们 考察 这 个 定义 是 否 合理 .首先 我 们 可 以 证 明 它 是 一 种 等 价 关系 , 即 有 
自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 

自 反 性 是 显然 的 .考虑 对 称 性 . 记 S-!(4，,…)=G(z，,*), 则 对 固定 的 +,G(z,) 
也 是 R"—=R" 的 同 胚 . 设 >(z) 是 (7.2) 的 任意 一 个 解 , y(r)= yC, tos yo). S 
GCCo,yo)=zo. 记 z(t,to,zo)=z(t). 由 定义 A,S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 ,将 这 
PREA), FÆ (to) = S(to,zo) = yo. 由 解 的 惟一 性 ,六 (7) 三 y(1). 即 
VY(1)= S(t,zr(1)). 于 是 G(z,y(1))=xz(1). 这 表明 G(t,y(1)) 是 (7.1) 的 解 . 
再 考虑 传递 性 . 设 (7.2) 又 拓扑 等 价 于 

z = y(t,z) (7.5) 
于 是 存在 S1: R x R" 一 R", 对 任意 固定 的 1,S1(+，*) 是 R"— R" 的 同 胚 . 若 y(z) 
是 (7.2) 的 解 , 则 Si(t,y(4)) 是 (7.5) 的 解 .我 们 证 明 (7.1) 也 拓扑 等 价 于 (7.5). 
事实 上 取 Sz(t，) = S1(1,S(+，,*)), 则 对 固定 的 t，S2(1，* ) 仍 为 R"— R" 的 同 
胚 . 另 一 方面 , 设 x (4) 是 (7.1) 的 解 ,由 于 S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 ,因此 
Si(t,S(t,z(1))) 是 (7.5) 的 解 ,这 说 明 (7.1) 拓 扑 等 价 于 (7.5). 

以 上 分 析 说 明定 义 A 引进 的 拓扑 等 价 概念 是 一 种 等 价 关系 .尽管 如 此 ,但 我 
们 从 下 面 一 个 简单 的 例子 可 以 看 出 ,在 定义 A 意义 下 ,拓扑 等 价 的 两 个 系统 的 解 
的 有 界 性 、 无 界 性 可 能 是 完全 不 同 的 ,因而 定义 A 是 不 够 合理 的 . 

设 

= =0 (7.6) 
y=y (7.7) 
用 z(t,to,zo),y(t,to,yo) 分 别 表示 (7.6)， (7.7) 满 足 初 值 条 件 (to) = xo, 
(to) = yo 的 解 , 易 得 
(ttozo) = zo, y(t,t0,y0) = yoe' 
我 们 取 S(:,z)= ez. 显 然 对 任 一 固定 的 s, S(z,:)Ë R—R HAR. 容易 算得 
SGCtz(t,to,zo))=etzo. 所 以 S(t,z(t,to,z0)) 是 (7.7) 的 解 .按照 定义 A, 则 
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系统 (7.6) 拓 扑 等 价 于 (7.7). 但 是 我 们 看 到 (7.6) 的 所 有 解 都 有 界 ,而 (7.7) 除 零 解 
外 ,所 有 解 都 无 界 .实际 上 ,我 们 还 可 以 证 明 更 一 般 的 结论 . 
命题 7.1 Žr = f(t,=),f€ C(RXR,R)E == f(t,=)# RX R 上 满足 解 
的 存在 惟一 性 ,又 设 它 的 每 一 个 解 的 存在 区 间 蕴 为 ( 一品 ,+ co), UF x° = 
(zt 并 ) 按 定义 A 的 意义 恒 拓 扑 等 价 于 方程 y =0. 
证 明 H rlt, to, zo) 表 示 z = flt, z) ÑEK zlto) = zo 的 解 . 取 
S(t,z)=z(0,t,z). 由 于 z(0,t,z(t,0,z))= 工 ,所 以 对 固定 的 上 ,S-1(t，)= 
Zz(t,0,z). 从 而 对 固定 的 *,S(t,) 是 R—R 的 同 胚 . 另 一 方面 , 设 =(t) 是 z = 
f(t,z) 的 任意 一 个 解 ,由 于 S (t,x(1))= z (0,:,z=(t))= < (0), 因 此 
S(1,z(z)) 是 y =0 HR. FERE A, x = f(t,z) 拓 扑 等 价 于 y =0, 证 毕 . 

从 上 面 的 例 以 及 命题 7.1, 可 以 看 出 定义 A 是 不 合理 的 .要 使 拓扑 等 价 的 定义 
合理 ,关键 在 于 等 价 函 数 S 须 加 强 限制 .著名 学 者 K.J. Palmer 第 一 个 提出 下 述 定 
x, 
定义 7.1 若 存 在 函数 S(t,z)EC(Rx R", R") ÑR 

(ji ) 对 每 一 个 固定 的 上, S(t，) 是 R"— R" 的 同 胚 . 

(d ) 当 zcoe 时 ,S(t,)->co 关 于 上 是 一 致 的 . 

(省 ) 记 S71(t,*)=G(t，*), 则 GO, AARC), R 

G € C(R x R",R") 

(CiV) 若 z(t) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 . 则 称 (7.1) 拓 扑 等 价 
于 (7.2). S(t,z) 称 为 (7.1) 到 (7.2) 的 等 价 函 数 . 

仿 此 ,我 们 定义 非 自 治 系 的 线性 等 价 概念 . 
定义 7.2 车 存在 函数 S(:,z=)€ CI(R x R",R") 满 足 

(1 ) 对 每 一 国定 的 1，S(t，*) 是 RR" 的 线性 同 构 . 

( 诈 ) 当 xz 一 co 时 ,S(t,z) 一 oo 关于 1 是 一 致 的 . 

( 痢 ) 记 S71(z,*)=G(z，,*), 则 G(z，*) 也 有 性 质 (i). 

(IV) 若 z(z) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(t,z(z)) 是 (7.2) 的 解 . 则 称 (7.1) 线 性 等 价 
于 (7.2),S(1,z) 也 称 为 (7.1) 到 (7.2) 的 等 价 函数 . 

至 于 非 自治 系统 的 微分 等 价 概念 ,要 稍微 复杂 一 点 . 
定义 7.3 车 存在 函数 S(t,z)E CI(R x Rn ,Rn) 满 足 

(i ) 对 每 一 个 固定 的 上,S(t，) 是 R"—R" 的 微分 同 胚 、 

(H )# sot, S(t, r) >o F t RA, LYER, 
SCt,z) 一 S(t,zo),DzS(t,z)-=DzS(t,ro) 关 于 上 也 是 一 致 的 . 

(前 ) 记 S(t，,*)=G(z，,*), 则 G(z，*) 也 有 性 质 (i). 

(iV) 若 zx(1) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 . 则 称 (7.1) 得 分 等 价 
于 (7.2),S(t,z) 称 为 (7.1) 到 (7.2) 的 等 价 函 教 . 
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注 1 当 S(t,z) 与 上 无 关 时 ,由 (| ) 就 可 以 推出 (站 ) 与 ( 计 ), 因 此 定义 7.3 是 自 
治 系统 微分 等 价 概念 的 自然 推广 . 
注 2 由 于 S(t，) 是 R"— R" 的 微分 同 胚 ,所 以 detD,S(z ,x) 关 0, 从 而 由 隐 函 数 
ERAH GO, EC. 
注 3 HEX ARH BERA, E 7.1—7.3 引进 的 非 自治 系 之 间 的 拓扑 
等 价 .微分 等 价 \ 线 性 等 价 概念 皆 为 等 价 关系 , 即 有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 .可 利 
用 这 些 关系 对 非 自 治 系统 进行 分 类 .相应 的 分 类 称 为 拓扑 分 类 、 微 分 分 类 与 线性 分 
类 . i 
注 4 这 三 个 概念 之 间 的 关系 是 
线性 等 价 一 微分 等 价 一 拓扑 等 价 (参见 命题 7.6) 

和 自治 系 一 样 , 非 自治 系 的 拓扑 等 价 、 线 性 等 价 与 微分 等 价 统称 为 等 价 . 

用 z(t,to,zo),y(t,to,yo) 分 别 表示 (7.1) 与 (7.2) 的 解 .又 设 (7.1) 到 (7.2) 
的 等 价 函数 为 S(t,z). 于 是 对 任意 toER,zoE Rn",S(t,z(t,toyzo)) 是 (7.2) 的 
解 ,所 以 存在 yo € R" ,使 

S(t,z(t,to,yo))= y(t,to,yo) 

取 z=to, 得 y=S(to,zo), 所 以 


S(zt,z(t,to,zo))= y(t,to,S(to,zo)) (7.8) 
在 (7.1),(7.2) 的 解 之 间 给 定 一 个 对 应 关系 
x(t,to,ro) ry(t,to, S(to, x0)) (7.9) 


命题 7.2 车 (7.1) 与 (7.2) 等 价 , 则 (7.1) 与 (7.2) 的 解 是 1 一 1 对 应 . 
证 明 当初 始 时 刻 to 给 定时 ,由 于 S(t0，,) 是 R"— R" 的 同 胚 , 则 (7.1) 与 (7.2) 
的 解 按 对 应 关系 (7.9) 是 1 -1 对 应 的 . 

下 面 我 们 将 说 明 , 当 初始 时 刻 变化 时 ,这 种 对 应 关系 是 不 变 的 . 

设 x(t,to,x0) 的 存在 区 间 为 (a,5)(a 可 能 为 - co, b 可 能 为 + co) . 任 给 


WE(a,b), 记 z(t',to,zo)=xz , 则 


z(t,to,zo) = z(t,t,z°) (7.10) 
按照 (7.9) 的 对 应 关系 应 有 
(tt Jey(tt S(t z)) (7.11) 
下 面 证 明 
yG SG))= y(t,to, S(to, zo)) (7.12) 
由 (7.8) 得 


S(£,z(£,to,zo))= y(t,to,S(to,zo)) 
又 由 工 定义 ,有 S(t, alt ,to,z0))= SC ,xz ), 所 以 
y(£,to,S(to,zo))= SC sz) 
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的 .证 毕 . 
命题 7.3 若 (7.1) 与 (7.2) 等 价 , 则 (7.1) 与 (7.2) 的 对 应 解 ( 按 对 应 关系 (7.9) ) 的 
存在 区 间 是 相同 的 . 
A 设 (7.1) 到 (7.2) 的 等 价 关 系 为 S(t,z), 又 设 x(t, to, zo) HIEKE H 
(a,6). 由 (7.8) 得 
S(t,z(t,to,z0))= y(t,to,S(to,x0)) 
由 于 S 定义 在 Rx R” 上 ,于 是 按 定义 7.1 一 7.3, y(t,to,S(to,z0)) 的 存在 区 间 
KNF (a,b). 
Fi a>- o0,W] lim |<(z#,to,zo))| = + oo. 
由 定义 7.1 一 7.3 第 (i) 有 ,limu| S(z,z(t,tovzo))| = +o. 
所 以 y(t,to,S(to,zo) ) 的 存在 区 间 右 端点 必 为 a. 
XF b 可 以 类 似 讨论 .证 毕 . 
命题 7.4 若 (7.1) 与 (7.2) 等 价 , 则 (7.1) 与 (7.2) 相 对 应 的 解 ( 按 关 系 (7.9)) 具 有 
相同 的 有 界 性 与 无 界 性 . 
证 明 设 z(i,to,xzo) 是 (7.1) 的 有 界 解 . 我 们 断言 它 相 对 应 的 解 
y(t,to,S(to,z0)) 是 (7.2) 的 有 界 解 , 若 不 然 , 则 存在 17,, 1 使 
y(tnsto, S(to,zo)) > (m — œ) (7.13) 
记 S !(1,*)=G(t,*), 于 是 由 
S(t,z(t,to,zo))= y(t,to,S(to,yo)) 
可 得 
Gli,y(t,to,S(t0,y0)))= z(t,to,zo) 
于 是 
Gl(tmsy (tm,to, S(to,y0)))=z(t,,to, z0) 
由 定义 7.1~7.3 的 (前 ) 及 (7.13), 得 
Gltmsy (t, stor S(to,y0))) oo (m — co) 
所 以 rz(tm to,zo) 一 co (mm 一 oo). 
这 与 =(t,to,zo) 有 界 矛 盾 .由 于 等 价 关系 具有 对 称 性 ,因此 若 z(z,to,zo) 无 
界 , 则 必 有 >(z,to,S(to,zo) ) 也 无 界 .证 毕 . 
下 面 讨论 等 价 函数 的 一 些 性 质 . 先 讨 论 拓扑 等 价 函 数 的 性 质 . 
命题 7.5 设 (7.1) 与 (7.2) 拓 扑 等 价 , 则 定义 7.1 中 的 S(t,z),G(i,y) 有 以 下 性 
质 :YM>0, 3K(M)>0, 3 |z| <M H, 4-H t # |S(:,z)| < K, 
|G(z,=)|<K. 
证 明 ERA, I tml, lam WE l m |<M fH 
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[S(r,,z,)|— °° (m — °) 
于 是 由 定义 7.1 的 (前 ), 有 
1G(m,SCyzm))| 一 co (m — æ) 
但 另 一 方面 按 G 的 定义 ,有 |G(zmm,S(tm,zn))| = |z, |<M,3FJ8. 
类 似 可 证 | G(z ,zx)|<<K. 
命题 7.4 实际 上 可 以 看 成 命题 7.5 的 推论 . 


下 面 讨论 线性 等 价 函数 的 性 质 . 
命题 7.6 定义 7.2 中 的 函数 S(t,zr),G(t,y) 可 以 写成 
S(z,z=) = L(t)= (7.14) 
G(t,y) = L1(z)y (7.15) 
这 里 L(1) 是 定义 在 R 上 连续 可 微 的 7 Wr h dk.,m B| (0|,|L 10014 


Y. 
证 明 由 定义 7.2, 当 + 固定 时 ,S(z,) 是 R"— R" 的 线性 同 构 ,因此 S, z), 
G(z,y) 显 然 有 上 述 形式 .下 面 证 明 | (1)| ,|L-!'(z)| 有 界 . 
设 |L(7) | 无 界 , 则 存在 {6 及 1x 满足 |zxm| = B |LG,)z,| > o° 
(ma 一 co) ,于 是 由 定义 7.2 的 (前 ), 有 
G(tmsL(tm) ` z ,)—> oo (m — œ) 
但 由 (7.15) 又 有 
IlG(tm, L(t )z,)|=|L lGs,)L(z,)z,| = |=,|=1 
矛盾 了 .所 以 |L(:)| 有 界 . 同 理 可 证 |L-'(:)| 有 界 .证 毕 . 
最 后 讨论 微分 等 价 函 数 的 性 质 . 
命题 7.7 定义 7.3 中 的 函数 S(1,z),G(1,z) 具 有 下 列 性 质 :对 VM >0， 
IK(M)>0,% |z| <M, 4h t 有 
|SG,z)|< K, |GG:,z)|< K 
同时 对 任意 固定 的 z€ R",DyS(1,z),DyG(t,x) 关 于 +t 有 界 .而 且 dD S(t, z)Z 
0,detD2G(t,z) 天 0. 
证 明 前 一 半 的 结论 已 包含 在 命题 7.5 之 中 .我 们 证 明 后 一 半 结 论 ， 
用 反 证 法 . 设 已 取 定 ,而 DsS(+,z) 关 于 1 无 界 .于 是 存在 |z,,| 使 DS(z,,， 
工 ) Zoo， 
si 


s£ = (£1, sn), FÆFE Si, < n 使 


gsi(tm,x) 


Bo (mm) (7.16) 
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设 4 是 实数 ,A, 表示 第 j 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 零 的 元 向 量 ,于 是 
9s;(z,,,z + @A;) 
A Sr 
这 里 0<9<1, 由 定义 7.3 的 (出 ), Ye >0,36(e,z)>0, 当 |4|<6 I—II tm 
有 


Si(tms T+ XA,) — si(tm,7) = (7.17) 


[s (>z + AA.) = si(tm, x)|<e (7.18) 
Peilat TAA) Palin) y (7.19) 
bE xj 


J a = Š , 则 由 (7.16),(7.19) 推 得 当 m 充分 大 时 有 
Əs,(t,,,z + OA) 4e 
= 


于 是 由 (7.17) 有 


Isil tmz + MA 
[Crt AA =G ay] = | | z t A) 


arj 


这 与 (7.18) 矛 盾 . 所 以 DS lt, r) AF t 有 界 . 同 理 可 证 DJG(1,y) 关 于 1 也 有 
界 . 

下 面 证 明 det D,S(: ,z)Z0. 

由 于 G (1,S(t,z))= zz, 所 以 DJG (1,S(t,zx))D2S(1,z)= 了 ,从 而 
detD2G (t,S(t,x))detD2S (t, z) = 1. 这 表明 detD,S (t, x) Z 0, [E] 2 BJ WE 
detDzG(t,z) 天 0, 证 毕 . 

接 下 来 的 问题 是 定义 7.1 一 7.3 引入 的 三 种 等 价 关 系 能 否 保 证 对 应 解 ( 按 对 应 
关系 (7.9)) 具 有 相同 的 稳定 性 ? 由 于 自治 系统 之 间 的 拓扑 等 价 .微分 等 价 与 线性 
等 价 可 以 分 别 看 成 非 自 治 系统 之 间 的 拓扑 等 价 .微分 等 价 和 线性 等 价 的 特殊 情况 . 
因此 $6 的 例 ( 见 系统 (6.5) 与 (6.6) ) 已 说 明定 义 7.1 引进 的 拓扑 等 价 关系 与 定义 
7.3 引进 的 微分 等 价 关系 并 不 能 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 . 下 面 我 们 再 举 一 
个 非 自治 系统 的 例子 说 明定 义 7.1 的 拓扑 等 价 关系 并 不 能 保证 对 应 解 具有 相同 的 
稳定 性 . 

考虑 系统 

x = f(t,z) (7.20) 
y=0 (7.21) 
其 中 z,yER, 且 
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0 z>iRr<0 
rea y 0<z<l 
用 z(t,to,x0),y(t,to,yo) 分 别 表示 (7.20),(7.21) 的 解 .直接 积分 容易 得 到 
zo zo 2 13Ë zro < 0 
=T(t,to,zo) -| 


To 


0< ro<1 


zo + (1 — zo)e3 -3t 
y(t,to,y0) = yo 
由 于 当 0< zo<1 时 z(t,to,zo) 在 有 限时 刻 不 能 到 达 z=1 或 x=0, 所 以 系 
统 (7.20) 在 RX R 上 满足 解 的 存在 惟一 性 定理 , 且 (7.20) 的 任 一 解 的 存在 区 间 皆 
为 (- co,+oo), 取 


Zz 二 1 或 zx 生 0 


S(z,z=) = z(0,:,z) = a x 
T 


—T.3 0<<x<l1 
+(1- z)e 3° 
记 S (to)=G(，p), 由 命题 7.1 知 
y y>1 BË y<0 
Gane a 0<y<1 
y+(1-y)e3⁄ 


WEAH 0< z < 1 时 ,0 < 一 一 一 一 <1, 当 0<y<1 时 ,0< 
z+(1-z)e 3 


— Hg 
y+t(1-y)e3: 
[SG,z)-z|<1,|G(¿,y)- y| <1 

于 是 当 x 一 co 时 ,S(1,x) 一 关于 + 是 一 致 的 . 当 3 一 oo 时 ,G(t,y) 一 co 关 
于 t 也 是 一 致 的 . 

因此 由 命题 7.1 与 定义 7.1 即 知 ,系统 (7.20) 与 (7.21) 是 拓扑 等 价 的 .下 面 我 
们 来 说 明 ,系统 (7.20) 与 (7.21) 解 的 稳定 性 特性 是 不 一 样 的 . 

注意 到 , 当 0< zo<1 Bf, lim x (1, 10, £o) =0, lim zx (1, to, zo) =1, 所 以 当 
0<zo<1 时 ,z(t,to,zo) 是 双向 渐 近 稳定 的 解 . 而 系统 (7.21) 不 存在 渐 近 稳定 的 
解 .因此 (7.20) ,(7.21) 两 个 系统 虽然 按 定义 7.1 为 拓扑 等 价 ,但 它们 解 的 渐 近 性 
态 却 不 相同 . 

若 要 保证 拓扑 等 价 或 微分 等 价 的 系统 的 对 应 解 的 渐 近 性 态 更 为 接近 , 则 要 加 
强 对 等 价 函数 S(z,z) 的 限制 . 
定义 7.4 设 S(1,z)EC(RXR",R"). 若 Ve>0， 36(e)>0, 只 要 |z1 -zz| <6， 
则 对 一 切 上 恒 有 | S(t,zl)- S(t,z,)| <e NESO, r) AR- RER RA. 
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定义 7.5 若 存 在 函数 S(1,r)EC(RX R",R") 满 足 
( 1) 对 每 一 固定 的 1,S(1，*) 是 R"—R" 的 双 射 . 
(ii )S(z,z) 是 强 一 致 连续 函数, 且 reo, S(t, r) >o 上 一致 . 
( 痢 ) 记 S71(t,*)=G(t，*), 则 G(t，*) 也 具有 性 质 (i), 且 GEC(RXR"”， 


R"). 
(iv) 若 z(t) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 . 则 称 系统 (7.1) 强 拓 
扑 等 价 于 系统 (7.2) . 
定义 7.6 车 存在 函数 S(1,x)EC!'(RXx R",R") 满 足 

(| ) 对 每 一 个 固定 的 上,S(t, 工 ) 是 R"-=R" 的 双 射 . 

(ii)SCz,z) 与 DzS(z,z) 都 是 强 一 致 连续 函数 , 且 reo, S(t, r) >k 
于 上 是 一 致 的 . 

iie Si, )=GC,:), H G(z，*) 也 具有 性 质 (i ). 

(iV) 若 z(t) 是 (7.1) 的 解 , 则 S(t,z(t)) 是 (7.2) 的 解 . 那么 称 系统 (7.1) 强 
微分 等 价 于 (7.2). 

下 列 关系 是 显然 的 

强 拓扑 等 价 一 拓扑 等 价 
线性 等 价 一 强 微分 等 价 一 微分 等 价 
强 微分 等 价 一 强 拓扑 等 价 

下 面 我 们 证 明 强 拓扑 等 价 能 保证 对 应 解 具 有 相同 的 稳定 性 . 在 证 明之 前 , 先 讨 
论 一 下 强 拓扑 等 价 函 数 的 性 质 . 
命题 7.8 定义 7.5 中 的 函数 S(t,z),G(t,y) 有 以 下 性 质 :(1) Ve>0,356(e) 
>0, 使 当 | x1- x2| >e 时 ,对 一 切 +t 有 |S(t,z1)-S(t,z2)| >6;(2) Ve>0， 
6(e)>0, 若 对 某 个 :有 |S(t’,z1) 一 S(t',z2)|<6, 则 | zl 一 zz|<e. 

G(z，,y) 有 同样 性 质 . 
证 明 (1) 用 反 证 法 . ERR, WEE eo > 0, 及 171, Emt, |an] 满足 
|z = | ze 而 

[S(z,,z,) — S(tn ,zn)|—=0 (7.22) 
由 定义 7.5 的 (出 ), 对 上 述 eo>0, 3 60>0, 当 |yi1 -yz|<60 时 ,对 一 切 : 有 


|GG,y) 一 G(r,yz)| <eo: 由 (7.22) 得 : 当 m 充分 大 时 ,对 一 切 : 有 
|GG,SG,,z,)) - G(t, S(tm, zm))| < To 
特 取 += 坟 , 则 得 | x 一 zx | < 方 eo 这 与 | zw - zy | 之 eo F. ONER. 


(2) 实 际 上 是 (1) 的 逆 否 命题 ,因此 (2) 也 成 立 . 
由 于 G(z,y) 与 S(t,z) 的 关系 是 对 称 的 ,因此 G(z,y) 也 具有 S(t,z) 相 同 
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的 性 质 .证 毕 . 
命题 7.9 设 系统 (7.1) 强 拓扑 等 价 于 (7.2). 又 设 rz(i,to,zo) 是 (7.1) 的 稳定 解 ， 
则 它 的 对 应 解 y(t,to,S(to,zo))( 回 忆 对 应 关系 (7.9) ) 是 系统 (7.2) 的 稳定 解 . 
证 明 设 z(z,to,zo) 正 向 稳定 .由 于 S(t,x) 强 一 致 连续 ,因此 Ye>0,36>0， 
只 要 |z1 一 x2| <61, 则 对 一 切 : 有 
|[S(:,zi) - Sz,z2)| < € (7.23) 

因为 zx(t,to,zo) 正 向 稳定 ,所 以 对 上 述 61 >0, 352>0 使 当 | zi -zol|<62 时 ,对 
t>to 有 

[z(t,to,zi) — z(t,toxzo)|< à, (7.24) 
记 S(to,zo)= yo, HF G(t,y) 强 一 致 连续 ,所 以 对 上 述 6, >0, 3 63>0, 使 当 
| yi = yol < ôs 时 对 一 切 有 


[Gl y1) - G(t,yo)| < 8; (7.25) 
特 取 41=to, 得 | G(to,y1) = G(to,yi)| <8;,H(7.24) 
|z(t,to,G(to,yiD))-z(ttoG(toyo))| < ó, (7.26) 


又 由 (7.23) 得 知 当 :之 to 时 
[S(z,z(t,to.G(to,xi)))- S(t,x(t,to,G(Cto,y0)))|< € 
即 当 tto Bf 
|>(tto,S(to,G(toyD))- y(t,t0,S(t0,G(t0,y0)))|< € 
也 就 是 当 上 之 to 时 |>(t,zoyD) J y(t,to,yo)| < e. 这 说 明 y(t, tos yo) 
( 即 >(z,to,S(to,zo) ) ) 是 系统 (7.2) 的 稳定 解 .证 毕 . 
命题 7.10 设 系统 (7.1) 强 拓扑 等 价 于 (7.2), 又 设 z(t,to,zo) 是 (7.1) 的 渐 近 稳 
定 解 , 则 它 的 对 应 解 y(t,to,S(to,zo)) 是 系统 (7.2) 的 渐 近 稳定 解 . 
证 明 由 于 渐 近 稳定 包含 稳定 ,由 命题 7.9, 则 y(ti,to,S(to,zo)) 是 (7.2) 的 稳定 
解 , 且 命题 7.9 中 的 全 部 式 子 成 立 ,可 沿用 这 些 式 子 .由 于 z(t,to,zo) 渐 近 稳定 ， 
并 注意 G(t0,yo) = zo, 于 是 当 8, 充分 小 时 ,由 (7.26) 得 
lim | z(t,t0,G(t0,3)) - z(t,10,G(t0,y0))|=0 
由 于 S(1 ,zx) 是 强 一 致 连续 函数 ,所 以 
im,| S(t,z(t,t0,G(t0,81)))— S(z,z(t,to,G(to,y9)))| = 0 
Ep lim | >(tto,yD) = y(t,t0,y0)| =0. 
这 说 明 y(t,zovyo)( 即 y(t,zo,S(io,zo)) 是 (7.2) 的 渐 近 稳定 解 . 
最 后 ,我 们 来 考虑 线性 方程 系 理论 中 的 李 雅 普 诺 夫 变换 与 线性 等 价 的 关系 . 
我 们 知道 线性 系 > = A(t)z HATAREE y= L) 变 成 y = B(t)y, 
HP B(¿)=L(OAG)L A) +L CD)L-I(t). 或 者 A(z)= 工 -1(z)B(zD)L(z) 
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SL Lie): 
定义 7.7 设 L(1) 是 定义 在 R( 或 RR*+) 上 连续 可 微 且 可 北 的 方 阵 , 若 | L(+)|， 
ILO) FAR, Wk L(1) 是 李 雅 普 诺 夫 方 阵 , 称 线性 变换 y= L(1)x AFR 


首 诺 夫 变 换 . 
定义 7.8 设 A(i),B(t) 都 是 定义 在 R( 或 R'*) 上 的 连续 方 阵 , 若 存在 李 雅 普 诺 
夫 方 阵 L(1), 使 
A(t) = LB(O)L() - L'(t)L' (t) (7.27) 
则 称 A(1) 运 动 相似 于 B(z). 
运动 相似 也 是 一 个 等 价 关系 . 
考虑 两 个 线性 系 
x = A(t)=z (7.28) 
y = B(t)y (7.29) 


zyER",A(t),B(t) 是 定义 在 R( 或 R*) 上 的 连续 方 阵 . 
命题 7.11 下 列 三 者 是 等 价 的 
(1) (7.28) 可 以 通过 地 雅 普 诺 夫 变换 y=L(1)z 变 为 (7.29);(2) A(1) 与 
B(z) 运 动 相似 ;(3) (7.28) 线 性 等 价 于 (7.29), 且 (7.28) 到 (7.29) 的 等 价 函 数 为 
L(t)x. 
证 明 〈1) 所 (2) 是 显然 的 .实际 上 通过 直接 计算 即 得 .(2) 一 (3): 设 AG) B) 
运动 相似 . 即 存在 李 雅 普 诺 夫 方 阵 L(z) 使 A(1)=L-1(1)B(D)L(1)-L-1(1) 
(zt). 
取 S(t,zx)=L(z)x. 可 以 验证 S(z,z) 满 足 定义 7.2 中 的 四 个 条 件 .( i ) 因 
为 了 上 (t) 是 可 道 的 ,所 以 对 固定 的 上, S(z，) 是 R"— R" 的 线性 同 构 . (ii ) 断 言 当 
Zoo 时 ,L(t)z 一 co 关于 上 是 一 致 的 . 若 不 然 ,存在 M>0 及 zw-co 和 ji 让 使 
|L(am)zm|<M. 由 于 |L(z)|,|L-1(z)| 有 界 , 故 可 设 |L(2)| ,|L-1(1)|<K. 
于 是 | am| 5 |L mL tn) Em| |L tm) | |LG,)z,|<KM.ik5 zr, —co3$ 
盾 .所 以 当 zco 时 ,L(t)z~~co 关 于 上 是 一 致 的 . DBR GO, y) =L a)y. RE 
述 一 样 可 证 当 yco 时 工 -1(t)y 一 co 关于 £ 是 一 致 的 . (iv) 设 z (2) (7.28) BJ 
解 , 则 z'(t)=A(t)z(t), 于 是 
(SG:,=(:))) = (L(z)z) 

= L'(t)=(t) + L(A() z(t) 

= (L'ELI) + L(DAGz)L 1(r))(L(z)=(t)) 

= B(t)(L(t)x(t)) 

= B(t)S(t,x(t)) 
RW S(t, e(t) ) 是 (7.29) 的 解 . 综 上 述 ,(7.28) 线 性 等 价 于 (7.29), 且 (7.28) 到 
(7.29) 的 等 价 函数 为 二 (zt)z. (3) 一 (2): 设 (7.28) 线 性 等 价 于 (7.29) 且 等 价 函 数 
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为 L(z)z. 由 命题 7.6 知 ,1L(:)i,|L-!(z)| 都 有 界 .因此 L(z) 是 李 雅 普 诺 夫 方 
阵 . 设 X(+t)= (Zz1(z),…,zn(z) ) 是 系统 (7.28) 的 一 个 基本 解 方 阵 , 则 工 (z)x;(z) 
(i=1,2,…,n) 是 (7.29) 的 解 ,于 是 (L(1)zi(1)) =B() (L(t)zxi(z)), 即 
L(x tL A) z(t) = BL() z(t (i=1,2,…,n). 所 以 
(L'G)+L(2)AG:))X(:)=B(t)L(¿): X(t). HF detX(1)#0, PV A(1) 与 
B(z) 运 动 相似 .证 毕 . 
在 $1 中 我 们 建立 了 自治 系 之 间 的 三 种 等 价 关系 .在 $ 2 中 我 们 建立 了 非 自 治 
系 之 间 的 三 种 等 价 关系 .在 以 后 各 章节 中 ,如 无 特殊 声明 ,自治 系 之 问 的 等 价 关系 
总 是 指 $ 1 的 定义 方式 , 非 自治 系 之 间 的 等 价 关系 总 是 指 $ 2 的 定义 方式 . 


$8 非 自治 系 在 奇 点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 的 定义 方法 


自治 系 之 间 在 奇 点 邻 域 的 局 部 等 价 关系 是 比较 容易 建立 的 ( 见 定义 6.3) .而 
非 自 治 系 在 奇 点 邻 域 的 局 部 等 价 关系 的 定义 则 比较 麻烦 . 主要 原因 是 等 价 函数 
S(tz) 与 上 上 有关. 因此 , 当 + 不 同时 ,S(z，) 的 定义 域 与 值 域 也 不 同 .但 是 我 们 还 
是 有 办 法 克服 这 个 困难 的 . 

由 于 任意 奇 点 可 以 平移 到 原点 ,因此 我 们 只 考虑 奇 点 是 原点 的 情形 . 

设 

x = f(t,z) (8.1) 
y = 9(1,y) (8.2) 

这 里 zz,y€ R",fEC(RXDi,R"),pEC(RXD,,R"),D1,D; 是 R" 的 开 区 域 ， 
含有 原点 .又 设 (8.1),(8.2) 分 别 在 Rx D, 与 Rx D, 上 解 存在 且 惟 一 .同时 还 设 
f(1,0)= p(1,0)=0. 
定义 8.1 用 zx(1,to,z0) 表 示 (8.1) 的 满足 初 值 条 件 rz(10) = zo 的 解 . 设 G 是 包 
含 于 Di 中 的 一 个 单 连通 有 界 开 区 域 . 任 给 zoE G, 任 给 10E 尺 , 则 必 存 在 to 的 某 
个 邻 域 (T,T2) 使 z((T1,T2),t0,zx0)CG. 这 种 (T,T,) 的 最 大 延 拓 称 为 PICA 
tozo) Æ G 内 的 存在 区 间 . 

注 TA 可 能 为 - oo, T, 可 能 为 + oo. Ti, T20] > (T; , to, to) G 的 
边界 上 .i€ 11,21. 
定义 8.2 车 存在 R" 中 一 个 单 连通 有 界 开 区 域 G,0E GCD,, A mát h(t,z) 
EC(RxG,R") 满 足 

(站) 当 z>0 时 ,h(1,z)->0 关 于 1 是 一 致 的 . 

《ii) 对 每 一 个 固定 的 14,h(t，*):G 一 I(G) 是 一 个 同 胚 .1(G) 表 示 G 在 映射 
hh(1，*) 下 的 像 . 
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dgl, =h t, ) 也 具有 性 质 ( ). 

(iv) z€ G, te € RR, 设 (8.1) 的 解 z(t,to,zx0) 在 G 内 的 存在 区 间 为 
(Ti,T2), 则 当 zE(TI,T2) 时 ,h(t,z(t,to,T0)) 是 (8.2) 的 解 .( 见 [8]) 

则 称 (8.1),(8.2) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 , 记 为 (8.1) 二 (8.2).h(1,z) 称 为 
(8.1) 到 (8.2) 的 等 价 函 数 . 

下 面 我 们 来 说 明 这 种 拓扑 等 价 是 一 种 等 价 关系 , 即 有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 
性 . 
定义 8.3 设 h(1,z)EC(RXR",R"), 若 Ye>0,3]6>0, 只 要 |z|<6, 对 一 切 
t 恒 有 |h(t,z)| <e, 则 称 h(z,z) 具 有 无 穷 小 上 界 . 若 Ve>0,3]6(e)>0, 只 要 
|zt|>e, 对 一 切 t 恒 有 |h(1,z)|>6(e), 则 称 |h(z,z)| 正 定 . 
命题 8.1 |h(t,z)|,|g(t，y)| 都 是 正定 且 具 有 无 穷 小 上 界 . 
证 明 由 定义 8.2 CI), (前 ) 知 |h(z,z)| ,|g(z,y)| 有 无 穷 小 上 界 .下 证 
1h(z,z) | 正定. 车 不 然 , 则 存在 eo > 0 RAP |tt, Lel Ë |z, | > eo, I 
jh(aszx)| 一 0. 由 定义 3.2 之 (而 ) 有 |g(t,h(ti,zi))| 一 0. 然而 又 有 
|g(t,h(u,za))| = |z] > cos 矛盾 . 所 以 |h(z,z)| 正 定 . 类 似 可 证 
|g(t,y)| 正 定 .证 毕 . 
命题 8.2 用 r(1) 表 示 1(G) 的 边界 到 原点 的 最 小 距离 . 记 ro= inf(r(z))》， 则 
ro>0. 
证 明 若 ro=0, 则 因 有 (+，,*) 是 同 胚 ,于 是 存在 z,.E3G(3G 表示 G 的 边界 ) 及 t 
AE h Ctr ai) >0. 另 一 方面 由 于 z, 在 G 的 边界 上 ,所 以 存在 常数 a>0, 使 | zx | 之 a. 
又 由 于 |h(z,z)| 正 定 ,所 以 存在 常数 a >0 使 对 一 切 : 有 |h(i,z) | 之 a’, 与 
h(t& ,zk) 一 0 矛盾 .证 毕 . 
命题 8.3 若 (8.1) 一 (8.2), 则 (8.2) 一 (8.1). 
证 明 由 于 (8.1) 二 (8.2), 所 以 存在 原点 的 邻 域 G 及 函数 ht,z)EC(RxG， 
R" ) 满 足 定义 3.2 的 四 个 条 件 . 

用 S 表示 以 原点 为 中 心 , 以 ro (命题 8.2 中 的 ro) 为 半径 的 开 球 . 则 
SC,Q(G)- 用 VV 表示 ,J(G) 的 内 部 , 则 SCV, 所 以 V 是 原点 的 一 个 邻 域 . 

定义 8.2 中 的 glt, ) 是 定义 在 I(G) 上 的 ,因此 对 一 切 1€ R,g(t,*) 在 V 
上 有 定义 , 即 g(t,y)EC(RxV,R"), 它 显然 满足 定义 8.2 的 (| )~ (i). FE 
证 明 它 也 满足 (iv). YyoE V,zoER, 设 y(t,to,yo) 是 (8.2) 满 足 初 值 条 件 y(zo) 
= yo 的 解 .又 设 它 在 V 内 的 存在 区 间 为 (Ti,T2). 记 g(to,y0)= zo, M zo € G. 
且 yo=A(to,zo). 设 (8.1) 的 解 zx(z,zo,zo) 在 G 内 的 存在 区 间 为 (Ti, T). HÆ 
义 8.2 的 (iv), 当 :*E(Ti,Tz) 时 ,Ah(t,z(t,to,zo)) 是 (8.2) 的 解 ,这 个 解 记 为 
y(t). 由 于 y(to)=h(to,z(to,to,Xz0))= 有 h(to,zo), 由 解 的 惟一 性 得 
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h(t,z(t,to,z6))=y(z,to,ya) (£C€(T,,T>)) 

FECT, TCT, T2). it T 是 有 限 数 .此 时 zx(Ti,ro,zojEaG. 因 

h(t,*) 是 同 胚 ,所 以 h (Ti,z(Ti,to,z0)) E917(G), B y (Ti, tos yo) € 
917,(G). 又 由 于 VCIr(G), 故 必 有 TI 宇 Ti. # T, = - %, 则 自然 也 有 TT 之 
Ti- 类 似 地 可 证 TT2. FEM € (Ti,T2) 时 有 有 h(t,x(t,to,zo0))=y(t,to， 
y). 两 边 同 作 用 以 glt, -) WI z(t, to zo) = g(t, y(t, to yo)) 
CECT, Ta)). AH g(t,y) 也 满足 定义 8.2 的 (iv). 从 而 (8.2) 一 (8.1). 证 毕 . 
命题 8.4 设 有 三 个 系统 (1),(2),(3) ,它们 都 以 原点 为 奇 点 , 且 (1) 一 (2),(2) 一 
(3), 则 (1) 二 (3). 
证 明 设 (1) 到 (2) 的 等 价 函数 为 hi: R x G1 一 R",(2) 到 (3) 的 等 价 函数 为 hz: R 
XG, R". 由 命题 8.1, 存在 原点 的 一 个 邻 域 GoC G, 使 对 一 切 :ER 有 
hi(t,Go)CGz. 令 h(t,z)=hz(iyhi (t,z)) (x€ G0), 则 易 证 是 (1) 到 (3) 
的 等 价 函数 .证 毕 . 

局 部 拓扑 等 价 的 自 反 性 则 是 显然 的 . 因此 由 命题 8.3,8.4 知 局 部 拓扑 等 价 关 
系 是 一 种 等 价 关系 ,可 以 利用 这 种 关系 对 奇 点 邻 域 进行 局 部 拓扑 分 类 . 

下 面 我 们 证 明 , 局 部 拓扑 等 价 关系 保持 奇 点 的 稳定 性 . 
命题 8.5 设 原点 是 系统 (8.1) 的 稳定 奇 点 , 且 (8.1),(8.2) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 
等 价 , 则 原点 也 是 系统 (8.2) 的 稳定 奇 点 . 

证 明 设 (8.1),(8.2) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 ,因此 由 定义 8.2, 存 在 包含 原点 
的 单 连通 开 区 域 GCD 及 函数 h(1 ,zt)EC(RxG,R") 满 足 定义 8.2 的 条 件 . 

由 于 原点 是 (8.1) 的 稳定 奇 点 ,所 以 当 ro 充分 小 时 ,对 任意 + > t0,zx(1,to， 
zo) € G 且 h(t,zx(t,to,x0)) 是 (8.2) 的 解 .由 定义 8.2 之 (1 ) ,Ye >0,38 > 
0, (不 妨 设 以 原点 为 中 心 以 8; 为 半径 的 球 包含 在 G 中 ) 当 |z| < 5 时 对 一 切 : € R 
有 |A(t,z)| < e. 因 为 原点 是 (8.1) 的 稳定 奇 点 , 故 对 上 述 61 > 0, 33, > 0, 不 妨 
设 9 < ó,. 当 | zo| < 39 时 ,有 |z(t,to,zo)|< 61(t > to). 由 定义 8.2 之 (ji )， 
对 上 述 ó, > 0, J33 > 0, 不 妨 设 8 < 82. 当 | yo| < 53 时 对 一 切 +: 有 |g(z,y0)| < y, 
特别 有 |g(to,yo)| < ô. 于 是 |z(i,to,g(to,y0))| < ôi (t > to). 进而 
[h (£,z(t,to,g(to,y)))| < e (1 > t). 由 于 h(t,z(t,to,g(to,yo))) 是 
(3.2) 的 解 ,因此 可 记 为 y(4,t0,30), 特 取 t = 0, 得 WW = h(to,g(to,yo)) = yo- 
由 解 的 惟一 性 知 A(t,z(t,to,g(to,yo))) = y(t,to,y0). 则 当 |yo| < 63 Bt, 
[Itoy] < £ (z > 10), 这 说 明 原 点 是 (8.2) 的 稳定 奇 点 . 
命题 8.6 设 原点 是 (8.1) 的 渐 近 稳定 奇 点 , 且 (8.1),(8.2) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 
等 价 , 则 原点 是 (8.2) 的 渐 近 稳定 奇 点 . 
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证 明 ”因为 渐 近 稳 定 包含 稳定 .所 以 命题 8.5 的 式 子 全 部 成 立 ,可 沿用 命题 8.5 证 
明 中 的 式 子 .因为 原点 是 (8.1) 的 渐 近 稳定 奇 点 ,所 以 
z(t,to,g(to,y0)) >0 (t—>+ œ) 
由 定义 8.2 之 ( i ), 得 
h(t,r(t,to ,g(to,y0))) 0 (t—>+ œ) 

BD y(z,to,yo)>0 (1—> + co), 所 以 原点 也 是 系统 (8.2) 的 渐 近 稳定 奇 点 .证 毕 . 
命题 8.7 设 原点 是 系统 (8.1) 的 一 致 渐 近 稳定 奇 点 ,又 设 (8.1) 与 (8.2) 在 原点 邻 
域 局 部 拓扑 等 价 , 则 原点 也 是 系统 (8.2) 的 一 致 渐 近 稳定 奇 点 . 
证 明 ”该 命题 也 可 以 按 一 致 浙 近 稳 定 的 定义 直接 证 明 .但 下 面 我 们 用 李 雅 普 诺 夫 
函数 来 证 明 . 

由 于 (8.1) 的 奇 点 是 一 致 渐 近 稳定 的 奇 点 ,因此 在 原点 领域 存在 正定 且 具 有 无 
穷 小 上 界 的 函数 V(t,z) 使 

ED) wz) (8.3) 


dt (8.D 
这 里 W(z) 是 一 个 正定 函数 ( 见 [1] 第 224 页 ). 
设 z(z) 是 (8.1) 的 任 一 解 , 则 有 
VUD wlli)) (8.4) 


设 (8.1) 到 (8.2) 的 等 价 函 数 是 h(t,z), 又 记 h-1(1,*) =g(:,*), 由 命题 
8.1,1h(t,z)| ,| g(t,y) | 都 是 正定 且 具 有 无 穷 小 上 界 的 函数 . 
令 U(t,y)=V(z,g(t,y)), 则 V(1,y) 仍 是 正定 且 具 有 无 穷 小 上 界 的 函数 . 
用 y(t) 表 示 (8.2) 的 解 , 则 z(t)=g(z,y(z) ) 是 (8.1) 的 解 .计算 UC, yA 
系统 (8.2) 的 全 导数 
dU(t,y(1)) _ dV(t,g(t,y(t))) 
dt dt 


= Di Vg) + avn z(a, yt) ECD 
(8.5) 
由 于 &(t,y(z)) 是 (8.1) 的 解 , 故 由 (8.5) 有 
aUu) Di V(t,z(t))+ DV (e,z) ER 


— dV(t,z(#)) 
dt 
pm] <- Wigley). 


dt (8.2) 
由 于 W(g(t,y)) 仍 是 正定 函数 , 则 说 明 (8.2) 的 原点 是 一 致 浙 近 稳定 的 .证 毕 . 
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89 微分 等 价 与 线性 等 价 的 充 要 条 件 


由 于 微分 等 价 与 线性 等 价 的 等 价 函数 是 可 微 的 ,因此 微分 等 价 或 线性 等 价 的 
两 个 系统 的 右 端 函数 有 密切 关系 . 
设 
z = f(x) (9.1) 
y = gly) (9.2) 
f pE CCR", R”), XH(9.1), (9.2) Rx R" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 . 
定理 9.1 自治 系统 (9.1) 与 (9.2) 全 局 微分 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 微分 同 胚 S: 
R"->R" 使 
@(S(z))= S'(z=)f(z) (9.3) 
HEB 先 证 必要 性 . 设 (9.1) 与 (9.2) 全 局 微分 等 价 ,又 设 (9.1) 到 (9.2) 的 等 价 函 数 
为 S(z). 则 当 z(t) 是 (9.1) 的 解 时 ,S(z(z)) 是 (9.2) 的 解 . 
用 z(t,to,zo) 表 示 (9.1) 满 足 初 值 条 件 zx(to) = zo 的 解 , 则 S(z(t,to,zo)) 
是 (9.2) 的 解 ,于 是 有 
E zGuroz)) = e@(S(=(t,to,zo))) 


即 S'(z(z#,t,zo))z (t,to, ro)=g(S(z(t,to,z0))). 亦 即 
S'(z(t,to,zo))f(z(t,to,zo))= @(S(z(z,to,z0))) 
FER t= to, 得 


S'(zo)f(zo) = p(S(zo)) 
由 于 xo 是 任意 的 ,所 以 必要 性 成 立 . 
下 证 充分 性 . 设 存在 R"— R" 的 微分 同 胚 S 使 (9.3) 成 立 .我 们 将 证 明 S 就 是 
(9.1) 到 (9.2) 的 等 价 函 数 . 
设 z(z) 是 (9.1) 的 任意 解 ,由 (9.3) 有 
@(S(=z=(t)))= S'(z(z))f(=z=(t)) 
由 于 z(t) 是 (9.1) 的 解 ,于 是 有 A(z(z) ) = zx“(z), 于 是 上 式 变 为 
9(S(z(D))= BEN 


这 表示 S(z(z)) 是 (9.2) 的 解 .证 毕 . 
上 述 结论 对 局 部 微分 等 价 同样 成 立 . 设 原点 是 (9.1) ,(9.2) 的 公共 奇 点 . 
定理 9.2 自治 系 (9.1),(9.2) 在 原点 邻 域 局 部 微分 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 原点 
的 某 个 领域 D1 与 D, 及 Di >D> 的 微分 同 胚 S 使 当 zE Di 时 有 
2(S(z))= S'(z=)f(z=) 
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由 于 线性 等 价 是 微分 等 价 的 一 种 特殊 情况 ,因此 有 
定理 9.3 自治 系统 (9.1) 与 (9.2) 全 局 线性 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 R" 的 线性 自 
AHLIE 
e@(Lr) = Lf(z) 
关于 非 白 治 系统 ,我 们 有 类 似 的 结论 . 
定义 9.1 设 S(t,z)ECI(RxR",R") 满 足 定义 7.3 的 (| ),(ii),( 放 ), 那 么 称 
S 是 上 一 微分 同 胚 函 数 . 
考虑 非 自治 系 
x = f(t,z) (9.4) 
y = p(t,y) (9.5) 
,PpEC(RX R",R"), 又 设 (9.4),(9.5) 在 Rx R" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 . 
定理 9.4 系统 (9.4),(9.5) 全 局 微分 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 1 - 微分 同 胚 函数 
S(1,X) 满 足 


强 + f(x) = = e(#,S(z,z)) (9.6) 


证 明 先 证 必要 性 . 设 (9.4),(9.5) 微 分 等 价 ,上 且 (9.4) 到 (9.5) 的 等 价 函 数 为 S(z， 
2#): 
H x(t, to, zo) 表 示 (9.4) 满 足 初 值 条件 z (to) = zo 的 解 , MJ 
S(t,z(t,to,zo)) 是 (9.5) 的 解 ,于 是 
dS(t,z(t,to,zo)) = e(z,S(t,z(t,to,z0))) 


dt 
HJ 
0)) + 3S(#, z(t, hta As ale, tor z0)) 
= g(z,S(t,z(t,to,zo))) 
JR t= to, 得 
250 za), 23(osza)r(ro 20) = p(t0,SCt0,z0)) 


由 于 toso 是 任意 的 ,所 以 必要 性 得 证 ， 
下 证 充分 性 , BE * - 微分 同 用 函数 S(1,z) 使 (9.6) 成 立 . 又 设 z(1) 是 系统 
(9.4) 的 解 , 则 
PSU ,AS(s zp, 71) = gl:,S(1,2(4))) 


由 于 xz(z) 是 (9.4) 的 解 ,因此 有 frl) =x (z), Am 


BOUD opi,s(1,z(2))) 
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这 表明 S(z,z(z)) 是 (9.5) 的 解 .证 毕 - 

对 线性 等 价 有 类 似 的 结论 . 

上 述 结论 对 拓扑 等 价 是 不 成 立 的 .因为 拓扑 等 价 函数 未 必 可 微 ,因此 上 述 运 算 
无 法 进行 . 


第 三 章 ”线性 系统 的 拓扑 分 类 、 
微分 分 类 与 线性 分 类 


线性 微分 方程 系 是 最 简单 但 同时 也 是 最 重要 的 一 类 微分 方程 . 整个 微分 方程 
的 理论 是 以 线性 方程 系 理论 为 基础 的 .本 章 将 系统 地 讨论 线性 微分 方程 的 拓扑 分 
类 线性 分 类 与 微分 分 类 . 


§ 10 自治 线性 系 的 线性 分 类 与 微分 分 类 


考虑 两 个 自治 线性 系 
T=Ar xzE Rn (10.1) 
y=By y€R" (10.2) 
定理 10.1 (10.1) 与 (10.2) 线 性 等 价 当 且 仅 当 A 一 B. 
证 明 必要 性 . 设 (10.1) 到 (10.2) 的 线性 等 价 函数 为 Lr(L A). FEY € R", 
LZ 是 (10.2) 的 解 , 即 
(Le™q) = BLe“n 
也 就 是 
LAen = BLe™“q 
H T 7 是 任意 的 ,dete# 天 0, 所 以 LA=BL, 即 4A= 世 -1BL. 
充分 性 设 A=L-BL. 取 SCz)=Lzr, 则 S 是 尽 的 线性 同 构 . V nE R", 则 
[S(e4z)] = (Lzvy)' = LAZuy= BLZwy= BS(eg) 
这 表明 S 将 (10.1) 的 解 映 为 (10.2) 的 解 .所 以 (10.1) 线 性 等 价 于 (10.2). 证 毕 . 
定理 10.2 〈10.1) 微 分 等 价 于 (10.2) 当 且 仅 当 (10.1) 线 性 等 价 于 (10.2). 
证 明 由 于 线性 等 价 蕴 含 着 微分 等 价 ,所 以 充分 性 是 显然 的 .下 证 必要 性 . 设 
(10.1) 微 分 等 价 于 (10.2) ,又 设 (10.1) 到 (10.2) 的 等 价 函 数 为 S(z). 
由 于 z=0 是 (10.1) 的 解 ,所 以 S(0) 是 (10.2) 的 解 . 取 Si(z)= S(z) 一 
S(0) ,容易 验证 S, 仍 是 (10.1) 到 (10.2) 的 微分 等 价 函 数 , 且 
Si(0) = 0 (10.3) 
因此 V7ER",Si(e#7) 是 (10.2) 的 解 , 即 习 6E R" AE S, Ceg) = ee. 
1=0, 得 &= SI1(7). 所 以 
Silen) = eBS1(7) 
对 上 式 关于 7 微分 ,得 
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DS, (e™q)e™ = e#DS,(7) 
取 w=0, 得 
DS1(0)e* = ##DS,(0) (10.4) 

由 于 S, 是 R"— R" 的 微分 同 胚 ,所 以 detDS1(0) 云 0. 

关于 上 微分 (10.4) 得 DS1(0)Ae* = BeBDS1(0), 但 Be#zDS,(0) = BDS,(0): 
e“ PEVA DS1(0)Ae* = BDS1(0)e*, 从 而 A=[DS1(0)]-!1BDS1(0), 即 A~B. 

从 定理 10.1, 定 理 10.2 可 得 以 下 结论 :线性 自治 系 的 线性 分 类 与 微分 分 类 一 
致 ,同时 它们 与 系数 方 阵 按 相似 关系 分 类 也 是 一 致 的 . 


Ssu 自治 线性 系 的 拓扑 分 类 


自治 线性 系 的 拓扑 分 类 问题 由 N. N. Ladis 彻底 解决 (参见 文献 [9]). FER 
们 来 讨论 自治 线性 系 的 拓扑 分 类 . 这 里 的 结论 形式 与 证 明 与 文献 [9] 不 尽 相同 . 
设 A 是 一 个 nn 阶 常 数 方 阵 ,又 设 它 的 特征 根 实 部 为 负 者 的 个 数 为 n_ ,特征 根 
实 部 为 正 者 的 个 数 为 n, ,特征 根 实 部 为 零 者 的 个 数 为 no. 
记 S(A)=(n- ,n+,n0),S(A) 称 为 A 的 惯性 指标 . 
另外 ,我 们 用 P*(A) 表 示 A 的 零 实 部 特征 根 的 特征 向 量 所 生成 的 子 空间 ,用 
A1P"(A) 表 示 线 性 变换 A:z 一 Azr(zE R") 在 P*(A) 上 的 限制 . 
考虑 两 个 自治 线性 系 
Z = Ar (11.1) 
y = Ay (11.2) 
定理 11.1 系统 (11.1) 拓 朴 等 价 于 系统 (11.2) 当 且 仅 当 S(A1)= S(A2), 且 
AilP"(A1) 相 似 于 As|P*(A,). 
这 个 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 把 它 分 解 成 若干 引 理 . 


先 考虑 两 个 特征 根 实 部 为 负 的 线性 系 
=° = Br (11.3) 
=. 
A 1 
y = Ai y (11.4) 
=1 
z,y€ R. 
引 理 11.1 车 日 的 特征 根 实 部 尼 为 负 , 则 存在 一 个 正定 二 次 型 V(z)=zx*Gr 及 
常数 刀 >0, 使 
dV(z) dV(z) 


<S- vlzl?, 


sa z 
dt |a dt lan ` lz 
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证 明 取 V(z) = | le e ldr, 则 V(z) 是 一 个 二 次 型 .由 于 B 的 特征 根 实 
部 皆 为 负 , 因 此 存在 a > 0,M > 0, 使 当 r > 0 mA | e | < Me, H 


Vea) < f’ Meee a |?dr = lal? (1.5) 
0 
H-H R| B|S<L Mle (+>0). 于 是 

Va) > |” elzl?ar = zyl]? (11.6) 
又 设 r(t) = ez 

dV(z) = dV(z(t)) -工人 ”| > 
d (1.3) d gf | eez | de 
在 积分 中 作 变量 替换 c+ = *, 则 得 
GD Gera =- zl? =- lael)? 
所 以 
atol - |z|? (11.7) 
1.3) 

另 一 方面 


Vie x) sap | ese-iz |?dr = gerf’ lex |2 dr 


=- 2e”V (x) <- 2e% hlr]? =- Eler]? 


HF e'z 是 (11.4) 的 通 解 ,所 以 


av] <-1|., |2 (11.8) 
d lon 
J g= min 1 七) , 则 由 (11. 7),(11.8) 得 
dv] x 2 dV(z) T 2 
dt |a © nz l°, dt |4) alal 


证 毕 . 
引 理 11.2 ŽB RRRS A f, AAA FE h: Ri 一 Rt, 且 有 将 (11.3) 的 
解 映 为 (11.4) 的 解 . 简 言 之 ,(11.3) 拓 扑 等 价 于 (11.4) . 
证 明 我 们 沿用 引 理 11.1 证 明 过 程 中 的 全 部 式 子 .由 引 理 11.1 及 (11.5) 式 , 当 
#0 时 有 
P 二 2a 
ay En) <- nl el < veea) 


Bst, A s 到 上 积分 上 式 得 
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Vt) < Verje (¿>> s) (11.9) 
同 理 可 得 
Vlet) < Vlere (>s) (11.10) 
这 表明 V(eaz) 与 V(e tAE t 的 严格 减少 函数 ,上面 两 式 还 表明 > + oo 
时 有 V(e&zr)->0,V(e 'r)=>0, 4 s>- oH Vlr) +o, V(e t) + o, 
于 是 对 任意 给 定 的 240, MENEKA T(z) 使 


V(t) =1 (11.11) 
同时 对 任意 给 定 的 y 天 0, 也 存在 惟一 的 时 刻 S(y) 使 
V(e-so)y) = 1 (11.12) 
现在 构造 两 个 函数 
Jeena (z #0) 
h(x) = 
0 (z = 0) 
š jef st)e-so)y (y0) 
E Tlo (y= 0) 
先 证 A(z) 的 连续 性 .由 于 r40 时 T(z) 显然 是 连续 的 ,因此 只 要 证 明 h (z) 在 
工 =0 点 连续 即 可 . 


当 z 天 0 时 ,由 (11.5),(11.11) 可 知 
1 = VETO a) < [W are, |< Mire lz? 


于 是 
3 
-1701 < [M° Yar 
e <(£) 


lzl# (11.13) 


另 -方面 ,由 于 V(z)< 钴 1z|?, 所 以 当 |z|<322 时 V(z)<1. 因此 从 


T(z) 的 定义 可 推 知 当 | + | <22 时 
T(z)<0 (11.14) 
由 (11.6), 当 |z| < 时 (并 注意 (11.14)) 得 
3F|h(z)|2S V(A(z))= VETOT r) 


= V(edeBT(# eTa) x) w 
25 
(H(11.10))< V (e TC?) eTl) BT(z) + )e mM | 
(z) mir) -2 
= V(eBT(D)z)e Á =e 
2a 


aara (ae 


-na| 


na 
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上 面 推导 过 程 还 用 到 (11.10), (11.11), (11.13) 各 式 ,由 上 不 等 式 可 知 , 当 
ZX 了 0 时 h(r)>0=h(0), 这 说 明 h(z) 在 z=0 点 连续 .类 似 地 可 以 证 明 g(y) 在 
y=0 点 也 连续 . 
V <€ R*, 则 Pr 是 系统 (11.3) 的 解 .下 面 我 们 证 明 h(eBz) 是 (11.4) 的 解 . 
由 (11.11) ,我 们 有 
Ve Ba) 
=1= V(r) 
=V (ET e -BeBzr) 
= V(eP(T(2) -DeBzr) 
由 于 T(e&z ) 的 惟一 性 ,所 以 得 
Tlx) = T(z) 一 上 (11.15) 
于 是 由 A(z) 的 定义 有 
h (er) = eT” D) BTU 2) Bey 
(由 (11.15) ) = eT -tB TO) D) Pr 
= e teT(z) PTa) 7 
显然 这 是 系统 (11.4) 的 解 . 
为 了 完成 引 理 的 证 明 , 我 们 只 要 证 h 是 Rt 一 Rt 的 双 射 , 且 
h-!=g. 
由 h(xz) 的 定义 ,有 
e TDR(r)= e Tla) eT(z) eBT(z) y 
= P z (11.16) 
另 一 方面 ,由 (11.11) 与 (11.12) 有 
V(e((2)p(z))=1 = VET >)(H1(11.16)) 
=V(e TG)h(z)) 
H S 的 惟一 性 得 
S(h(z))= T(x) (11.17) 
于 是 由 h ,g 的 定义 有 
g(h(x))= e BSCA(z)D oSA h (y) 
= e BT(z) ,-T(z) eTl) BT(z) - =r 
同 理 可 证 A (g(y))=y Ah: Rti— R 是 双 射 , 且 h-!=g 证 毕 . 
现在 考虑 两 个 特征 根 实 部 皆 为 正 的 系统 
= = Cr (11.18) 
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> = . |> (11.19) 
1 
zyER4. 在 这 两 个 系统 中 作 时 间 变 换 -+ = r, 则 这 两 个 系统 就 变 成 特征 根 实 部 
全 为 负 的 了 .于 是 可 以 从 前 面 的 引 理 得 到 
引 理 11.3 若 在 (11.18) 中 ,C AER RA Y A E, NAE FE h: Rt 一 Rt Hh 
将 (11.18) 的 解 映 为 (11.19) 的 解 . 简 言 之 ,(11.18) 拓 扑 等 价 于 (11.19) 
下 面 我 们 来 考虑 特征 根 实 部 为 零 的 情况 . 

引 理 11.4 设 Di, D> 是 两 个 特征 根 实 部 避 为 零 的 r rf it. r =D 与 x = 
D2z 为 拓扑 等 价 , 则 D1,DD, 的 特征 根 虚 部 必须 全 部 一 致 . 
证 明 设 z = Diz 到 zx = Dz 的 等 价 函数 为 昌 . 由 于 zx=0 是 x = Diz 的 解 , 故 
HH(0) 是 z“ = D2z W. Z H(0)#0, WS Hi(z)=HH(x) -日 (0), 容 易 验证 
H (z) z“ = Diz 到 zx” = Dz 的 等 价 函数 , 且 Hi1(0) = 0 因此 我 们 不 妨 设 
H(0)=0. 这 样 等 价 函数 H K r = Diz 的 非 零 解 一 定 映 成 z= Dz HIRR. 


设 Di 有 特征 根 oi (e>0), Ml z = Diz 有 周期 为 2 的 周期 解 , 设 为 xolt). 


T H (200) x’ = Doz 的 非 稚 周期 解 , 且 周 期 也 是 2 ,所 以 D, 也 必 有 特征 
W wi. 

又 设 Di 有 特征 根 0, 则 z = Diz 有 非 零 常数 解 , 记 为 a. 于 是 H(a) 是 z= 
Dox 的 非 零 常数 解 ,所 以 D; 也 必 有 特征 根 0. WEE. 
引 理 11.5 A Ji J HARFA wi, B z =Jiz 5 z =J,z 拓扑 等 价 , 则 J, — 
Ja. Ji 5 J, 的 初等 因子 组 是 一 样 的 . 

在 一 般 情况 下 证 明 引 理 11.5 是 比较 复杂 的 . 但 它 的 证 明 思 想 包含 在 下 面 两 个 
具体 的 例子 中 


引 理 11.6 系统 
0 
z=|10 |x (11.20) 
1 0 
与 
0 
-| 0 |x (11.21) 
1 0 


必定 不 会 拓扑 等 价 . 
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证 明 ”用 反 证 法 . 设 这 两 个 系统 拓扑 等 价 . 又 设 (11.20) 到 (11.21) 的 等 价 函 数 为 
万. 用 Xi(z),X2(z) 分 别 表示 (11.20) 与 (11.21) 的 标准 解 方 阵 , 则 有 

H(X,(t)a) = X;(t)5 
FR t =01Ẹ b= H(a), A H(X: (t)a)=X(t)H (a) I EERIHER a €R? 
都 成 立 . 具体 写 出 即 为 


PA 100 
H|] 2 al= |o 1 O|H(a) 
Sl 0 zt 0 


记 H=col(hi,h2,h3), 则 有 hi(Xi(t)a)=hi(a), ha(Xı(t)a)= h(a), 
ha( Xi(t)a)= th2(a)+ ha(a). 
特 取 a =col(c ,0,0) ,得 

(ca 党 )= hi(c,0,0) 
所 以 函数 h 只 与 第 一 个 分 量 有 关 , 而 与 第 二 、 三 个 分 量 皆 无 关 . 因此 车 记 a = 
col(a1,42,43) 时 ,可 写 hi(a)=hi(a1). 同 样 取 a=col(c,0,0) 得 

hales, E) = hale,0,0) 
可 见 h 也 只 与 第 一 个 分 量 有 关 , 而 与 第 二 、 三 个 分 量 皆 无 关 . 因此 可 写 h(a)= 
h2(a1). 


TE, a paa R at, U - [e e ame 5 eR ma 
2(a) h2(a1) 
同 胚 矛 盾 .证 毕 . 
引 理 11.7 系统 
0 
1 0 
z = 1 0 z 
0 
5 
0 
lio 
A - = 0 I 
1 0. 
必 不 拓扑 等 价 . 


证 明 类 似 于 引 理 11.6, 我 们 有 
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t 1 
I 
Hil ajel H(a) 
i 1 | 1 
fi 


1 


Me a= (e,0,0,0), f hi (cret, 0) = (ea... [ca 9,0) = 
h3(c,0,0,0). AT hi hs 只 与 第 一 、 四 分 量 有 关 , 而 与 第 二 ,三 分 量 无 关 . 又 取 a 
三 col(0,0,0,c) 得 

ha(0,0,0,¢) = thi(0,0,0,c) + h2(0,0,0,e) 

ha(0,0,0,c) = th3(0,0,0,c) + ha(0,0,0,c) 
由 于 上 是 任意 的 ,所 以 得 知 对 任意 c, hi (0,0,0,0) = h3(0,0,0,c)=0. BD Ai, hy 
与 第 四 个 分 量 也 无 关 , 从 而 h ,js 都 只 与 第 一 个 分 量 相关 . 

记 a=col(ai,a2ya354a4), 则 hi(a)=hi(a1),ha(a)=ha(a1), 从 而 当 a W 
arm [ie] - | a AR ES HJER mF AER. 
hy(a)] halai) 
定理 11.1 的 证 明 ” 先 证 充分 性 . 设 S(A1) = S(A2) 且 Ail P(A1) 相 似 于 
A1P"(A2). 可 不 妨 设 


A; 
(i = 1,2) 


A? 
其 中 AT 的 特征 根部 为 负 ,Ar* 的 特征 根部 为 正 ,A9 的 特征 根 实 部 为 零 (i=1,2). 
由 条 件 ,Ai 与 A; 的 阶 数 相同 . Ar 与 AZ 的 阶 数 相同 . A, 相似 于 A9. 由 引 理 
-1 


11.2, 系 统 & = AT E E = A; 都 拓扑 等 价 于 & = 6. 由 拓扑 等 


-1 
价 的 自 反 性 与 传递 性 ,6 =A E 5E = A2 拓扑 等 价 , 设 其 等 价 函 数 H, (E). 

同样 ,由 引 理 11.3 可 推断 7 =A, y 53 = A 7 拓扑 等 价 , 设 其 等 价 卢 数 
为 H,(n). 

因为 4? 一 A9, 所 以 由 定理 10.1, = AY 5 Ç = A9ç 线性 等 价 ,从 而 也 拓扑 
等 价 , 设 其 等 价 函数 为 H). 

于 是 z = Alz 拓扑 等 价 于 x“= Azz, 且 等 价 函 数 为 


H8) < 
H(zx) = |H) f = | 
Hs(¢) tJ 
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必要 性 的 证 明 . 设 系统 (11.1) 拓 扑 等 价 于 (11.2). 由 于 线性 等 价 蕴含 拓扑 等 
价 , 所 以 不 妨 设 A, A; 都 是 若 当 标准 型 


(i=1,2) 


A? 
JURA; 的 特征 根 实 部 为 负 ,Az* 特征 根 实 部 为 正 ,A9 的 特征 根 实 部 为 零 .由 引 理 
11.2 与 引 理 11.3 可 知 ,系统 (11.1) 与 (11.2) 分 别 拓扑 等 价 于 

-1 
工 (11.22) 


x (11.23) 
A9) 
这 里 I RRR 阶 单位 方 阵 .下 面 我 们 证 明 ri = ra. 车 不 然 ,不 妨 设 ri< ra. 

设 系统 (11.22) 到 (11.23) 的 等 价 函数 为 万 ,类 似 于 前 ,不 妨 设 H(0)=0. 于 是 
对 任意 cE R", 有 


e el 


H eh, a |= eh, H(a) (11.24) 
At e^! 
B a = collai, az, =, an, 10, =,0), XIE H = col (hi, =, An) FÆ hi Care™', 
aze sane ,0,0)=e hi(a1,…,ar ,0,…,0). 由 于 e 可 在 (0, + %) 中 
取 值 ,所 以 上 式 说 明 ai ) 关 于 前 ri 个 分 量 是 线性 的 . 
又 取 a=col(0,- 0,ar+1,0,…,0), 由 (11.24) 又 有 hi,(0， Osane, 
0, ,0)= e'hi (0,=,0, a, +1,0, =,0)$ t>- ©, H H(0) = 0, EEIHER 
a, + 8 
h(0,--,0,a, a,0,--,0) = 0 
类 似 可 证 h。,…,h, +1 都 有 同样 性 质 , 即 和 (al san) (i=1,2,.,r1+1). 
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关于 a1,…,a, 是 线性 的 ,而 h;(0,…,0,a,+1,0,…,0)=0， (i=1,2,…,ri+1). 于 
hilar, sa, +1,0," 0) 


EH aan BR R IRT, 至 多 形成 r 维 流 


hn silaan +10,0) 
J.X tj H ÆR" 到 R" 的 同 胚 矛盾 .于 是 r= r2. 同 理 可 推 得 k= ko. 于 是 
S(A,i)= S(42)(S(Ai) 是 A, 的 惯性 指标 ). 又 由 引 理 11.4 与 引 理 11.5, 得 A9 ~ 
A9. 定理 证 毕 . 


$12 ” 非 自 治 线性 系 的 线性 分 类 


我 们 在 定理 10.2 证 明了 自治 线性 系 >° = Aiz 5 z” = Arr 线性 等 价 当 且 仅 
当 Al 相似 于 Az. 因此 自治 线性 系 的 线性 分 类 问题 可 以 归结 为 方 阵 在 相似 关系 下 
的 分 类 问题 .而 方 阵 在 相似 关系 下 的 分 类 又 可 以 归结 为 标准 型 的 寻求 . 在 代数 学 中 
我 们 已 知道 方 阵 的 特征 根 与 它们 对 应 的 初等 因子 的 次 数 是 相似 关系 下 的 不 变量 . 
因此 方 阵 在 相似 关系 下 的 标准 型 是 以 特征 根 和 它 对 应 的 初等 因子 为 基础 的 . 

对 于 非 自 治 线性 系 的 线性 分 类 问题 我 们 将 按 同一 想法 去 进行 . 由 命题 7.11， 
非 自治 线性 系 r = A(1)z 与 z=B(t)z 线性 等 价 当 且 仅 当 A(1) 运 动 相似 于 
B(1)( 见 定义 7.8). 因此 非 自治 线性 系 的 线性 分 类 问题 主要 的 任务 就 是 寻找 运动 
相似 下 的 不 变量 .下 面 的 材料 主要 取 自 文献 [10]. 

考虑 非 自 治 线性 系 

x = A(t)z (12.1) 
这 里 z€ R",A(z) 是 定义 在 ( - co, + co) 上 连续 有 界 的 方 阵 . 
设 (+) 是 定义 在 R 上 连续 有 界 的 纯 量 函数 , 则 方程 
z = (A(:) -Ah(C)TD)z (12.2) 
155 E B03E88 £ 
z =- (A°(t)-A(t)I)x (12.3) 
分 别称 为 系统 (12.1) 的 第 一 与 第 二 特征 方程 . 
定义 12.1 若 纯 量 函数 1(z) 使 (12.2) 与 (12.3) 各 有 有 界 解 plt), qalt), L 
q(t)p(t) 半 0, 则 称 4(1) 是 系统 (12.1) 的 一 个 特征 根 .p(1),g(t) 分 别称 为 4(1) 
对 应 的 第 一 特征 向 量 与 第 二 特征 向 量 . 
定义 12.2 车 纯 量 函 数 4(1) 使 (12.2) 与 (12.3) 分 别 有 个 有 界 解 p1(z),…， 
qi" (t) 


Delti (r), q (z), B det (pi1(7z),…,Pr(z)) 疾 0, 则 称 4(z) 是 系统 


q (z) 
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(12.1) 的 重 特征 根 . p(t), pi(1) 中 的 每 一 个 都 称 为 A(1) 对 应 的 第 一 特征 
向 量 ,q1(t),…,qi(t) 中 的 每 一 个 都 称 为 A(+) 对 应 的 第 二 特征 向 量 . 


定义 12.3 A(t), A(t) 是 系统 (12.1) 的 两 个 特征 根 ,车 epf Ca(r) = 


hi(r))dr ARR exp (Ail) - Aale) Jdr AI, MAIE = AR aaah. 


引 理 12.1 同一 特征 根 对 应 的 第 一 特征 向 量 与 第 二 特征 方 量 的 内 积 是 一 非 零 党 
数 . 

证 明 设 p(t),q(z) 是 特征 根 4(z) 对 应 的 第 一 ,第 二 特征 向 量 . 记 &(1)=g"(z) 
*p(7), 则 


go. a x2 ARTE ) 要 (2 


=-q ` MAG) -At)T)pP(t)+g (t)(A(z) - A(t)1)p(t) 
=0 
因此 Elt) = const, 由 定义 12.1, 此 常数 不 为 零 . 
推论 设 A(1) 是 (12.1) 的 尺 重 特征 根 , 它 对 应 的 第 一 、 第 二 特征 向 量 分 别 为 
PG). tS qi(t) ,q(t), 则 
q (t) 
(pilt), b (t)) 


gr (D 
是 一 个 非 退 化 常数 方 阵 . 
引 理 12.2 ， 相 措 特征 根 对 应 的 第 一 特征 向 量 与 第 二 特征 向 量 正 交 . 

证 明 AC) Aae) 是 系统 (12.1) 的 两 个 相 异 特征 根 .不 妨 设 exp| (aale) - 
Ai(r))dr 无 界 .又 设 A (2) 的 第 一 特征 向 量 为 zi(z) ,az(z) 的 第 二 特征 向 量 为 
DABO = qa" OAO- 828 AO) a) 有 界 ,所 以 y(t) 有 界 . 另外 ， 


aw, dg“ e (D, (2) +w" G y2 
=- q2*(t)(A(t) — àa(t)I) pilt) + qa" (t)(A (t) 
= ài(t)I) pilt) 
= (a(t) -Ai(t))g2 (t)pi(t) 
= (X2(2) - AY(z))n(z) 
所 以 


7(t) = 1(0)exp| (aa(r) — A (r))dz (12.4) 
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由 于 gC) AIE, ñiexp| (Aale) - hit(r))dr 无 界 ,所 以 (0) = 0.32 90) =0, 
证 毕 . 
定理 12.1 设 人 (t) 是 系统 (12.1) 的 & 重 特征 根 ,又 设 (12.1) 线 性 等 价 于 
y = B(t)y (12.5) 

则 A(z) 也 是 (12.5) 的 大 重 特征 根 , 即 特征 根 连同 它 的 重 次 是 线性 等 价 关 系 下 的 不 
变量 . 
证 明 设 (12.1) 到 (12.5) 的 线性 等 价 函数 为 L(1)x. 由 命题 7.11 知 ,A(z) 运 动 
相似 于 B(z), 且 

B) = LAL) - LEL (t) (12.6) 
又 设 4(z) 对 应 的 第 一 、 第 二 特征 向 量 分 别 为 pilt), pi(1) 与 gq1(2),…, g(t) 
即 p;(z),g;(z) 分 别 满足 


ago =(A(t)-Aà(t)I)p:(t) (i =1,2,,k) 


AD LAND A Dg) G =1,2,,k) 


q` (t) 
det| : 


q (t) 


(Pilt) s plt) Z 0 (12.7) 


于 是 
LOPO PO) + LOA -AD DP) 


= [L (EL (t) + LONA) -ADL ILC) p(t) 
= (L'(#)L-l1(z) + LDA L C) -ADL plt) 
(H(12.6))=(B(t)-A (IDL) p(t) (i=1,2,.…,k) 
alL ID)) ai(t) 
dt 
=[(L())" Yq: (t) -(L!))* (A*t) -A (t) Dq: (t) 
== (LE) (L (iD) (LIHbD) ql) (L717))* 
*(A"*(z)-A(t)I)q (t) 
SE E)N EIN RL Ey" 
"A (t)L*(t)-ACE)IICL !(£))"qi(z) 
=- (B° (t)-A(t)I)(L!(t))" q(t) (i=1,2,=,k) 
又 因为 
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(LI(t)) q(t) 
a: (L(#)pi(z),- L (t)p (t)) 
(L-l(r)) "a (t)]" 
q” (2) 
= det L (t)L(t) (P1), pr(7)) 
q (t) 
a” (t) 
= det| š (pi1(2),…,Pr(t)) 取 0( 由 (12.7) 知 ) 
q ` (t) 


这 说 明 A(z) 是 系统 (12.5) 的 & 重 特征 根 ,上 且 它 对 应 的 第 一 \ 第 二 特征 向 量 分 别 是 
LL(2)pi(t) (i=1,2,--,k)5SS (L 1(2)) q(t) (i=1,2,…,k). 证 毕 . 

定理 12.2 设 A1(1),…,4,(t) 是 系统 (12.1) 的 个 彼此 互 异 的 特征 根 .其 重 数 分 
别 为 nn1,…,n,, 且 ni1+… 十 n,= 二 n. 则 系统 (12.1) 线 性 等 价 于 

A (OI, 
> (12.8) 


r(t) In 
这 里 I, 表示 n, 阶 单位 阵 . 
证 明 设 4;(z) 对 应 的 第 一 特征 向 量 为 Oa), pa) (i=1,2,…,7)， 
3;(z) 对 应 的 第 二 特征 向 量 为 9;9(1),… ,gi ,(i=1,2,…,7). 记 
(Pi) ,es pi 2)) = p(t) G=1,2,--, r) 
(qi (2) ,°°, qi")(7))=g(7) (i=1,2,=,r) 
又 令 P(t) = (pit), p(t)), QU) = (al) 0)), FJE|P(:)l, 
1Q(z)| 有 界 . 
计算 
Cgi” sp1) (qi. bz), (qi, p.) 
Car” sp1) Car” p), Ca" p.) 
此 处 (gq;* , 方 ) 表 示 内 积 g;* Ua) (i,j=1,2,…,r). 
由 引 理 12.1 的 推论 及 引 理 12.2 可 得 
OEE i G =j) 
ç Oj (G; j) 
其 中 C, Æ n: 阶 非 退 化 常数 方 阵 , ORI n, x n; 的 零 方 阵 . 于 是 


Q'"(:)P(:)= 
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Cı 


Q'(:)P(:) = ac 


C, 
其 中 C 是 非 退化 常数 方 阵 .于 是 tO “Q(z). 由 于 |P(z)|,|1Q(z)| 有 


界 ,因此 P(:) 是 李 雅 普 诸 夫 方 阵 .由 人 2 (2) 
1,2,…,r;= 二 1,2,… ,ni;), 立 得 


=(AGt)-4 (O Dp (G= 


A 
APO ACP) -Pp() 
Aalt) n, 
或 写 为 
A 
š = P(t)A(t)P(t) - P'1(¿)P (t) 
A CE) In, 
a(t) In, 
这 说 明 A(z) 运 动 相似 于 ,由 命题 7.11 得 ,系统 (12.1) 
A E) In 


线性 等 价 于 (12.8). 证 毕 . 

下 面 我 们 来 说 明 自治 线性 系 的 特征 根 就 是 系数 矩阵 简单 特征 根 的 实 部 . 

注 在 代数 学 中 ,次 数 为 1 的 初等 因子 对 应 的 特征 根 称 为 简单 特征 根 ,次 数 大 
于 1 的 初等 因子 对 应 的 特征 根 称 为 复杂 特征 根 . 
定理 12.3 设 e 土 认 分 别 是 实数 方 阵 A tb k 重 简单 特征 根 , 则 a 是 线性 系 

x = Ar (12.9) 

的 2k 重 特征 根 . 
证 明 由 于 线性 系 的 特征 根 是 线性 等 价 关系 下 的 不 变量 ,矩阵 的 特征 根 是 相似 关 
系 下 的 不 变量 ,所 以 不 妨 设 A 是 实 若 当 标准 型 , 即 


D 
-| Ee [e -8 
A= D F D= 人 r) 
Aı 
D 的 个 数 为 & 个 , 设 定 (12.9) 的 特征 方程 
z'= (A -X(t)I)= (12.10) 


y =-(A* -aA(D)Dy (12.11) 
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当 4(1)=a 时 ,(12.10) 有 2k 个 独立 有 界 解 


0 + 
ez 0 i ba-ore 
E singt 4 S | up 
zi(t)=| 0 |,zrz(t)= |sin& | ,zt(t)=| . ， 
š sint 
š 0 
A 0 
0 d š 
0 
0 
0 : 
— sin 0 0 ka 一 1) 个 零 
cost -sint PAK 
maD] 0 |,naG)=| os lyera) Ba 
° : 
0 š x 
° 0 


FIE, A(t) = a 时 ,(12.11) 也 有 2k 个 独立 有 界 解 
ya) = zt) G = 1,2,-:,2k) 
yı” (t) 


显然 det (zi(z),-", za (t)) = 1. 由 定义 12.2, 即 知 a 是 线性 系 z” = 


ya” (t) 
Ax 的 2k 重 特征 根 .证 毕 . 

在 实 根 情况 下 有 类 似 结论 : 即 若 实数 a 是 A 的 & 重 简单 特征 根 , 则 a 是 线性 系 
x = Ar 的 重 特征 根 .因此 本 节 引入 的 线性 方程 系 的 特征 根 可 以 看 成 矩阵 论 中 
简单 特征 根 的 推广 . 

下 面 将 叙述 的 线性 方程 系 的 特征 阵 概念 可 以 看 成 矩阵 论 中 复杂 特征 根 ( 即 对 
应 的 初等 因子 次 数 大 于 1 者 ) 概念 的 推广 . 

设 M,N ÆnX r MERE, DO) rx r 实 方 阵 关于 M, N 的 矩阵 方程 


M AGM - Mbl) (12.12) 


K JOE rE 


AN LL (A DN- NO" (i)) (12.13) 


分 别称 为 系统 (12.1) 的 第 一 特征 方程 与 第 二 特征 方程 . 
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定义 12.4 ”如果 存在 Xr 有 界 实 方 阵 四 (1) 使 (12.1) 的 第 一 、 第 二 特征 方程 各 有 
ARM M(t), N(t), B detN (1)*M(z) 疾 0, 则 称 (1) 是 系统 (12.1) 的 特征 阵 ， 
M(z),N(1) 分 别称 为 (1) 对 应 的 第 一 、 第 二 特征 矩阵 . 

显然 ,r=1 时 特征 阵 即 为 定义 12.1 中 的 特征 根 . 
定义 12.5 设 i(1),B2(z) 是 (12.1) 的 两 个 特征 阵 , 阶 数 分 别 为 rro 设 线性 
A E=DU)E, y = B2(1)7 的 标准 解 方 阵 分 别 为 Yi1(1) 与 Y,(1)(Y1(0)= 
Ya2(0) = 了) 车 对 任意 非 零 的 rix rz EREE C, Yi(t)CY2 OARA Yalt) 
C* YI 1(1) 无 界 , 则 称 DiC), D(t) AAA AFA. 
引 理 12.3 设 M(t),N(t) 分 别 是 特征 阵 B (+) 的 第 一 与 第 二 特征 向 量 , 则 
detN * (1)M(z)= const#0. 
证 明 令 T(t)=N*(z)M(7), 则 

A = HM(1) + NY (t) — 


=- (N"(()A(:) +@(:)N* (#))M(t) 
+ N°*(t)(A(t M(t) - M(t)@(t)) 
=@(t)T(:) - T(:)@(:) 


设 线性 方程 只 = OC) E 的 标准 解 方 阵 为 Y(z)(Y(0) = 7), 用 Y(z) 右 乘 上 


式 ,并 注意 到 人 (全 =@(1)Y(1), 则 得 
A OY + TOXO _p( OTG) Y(O 


mr YG) OOTO RRA T) YOWE = Ce 的 
解 ,从 而 存在 常数 方 阵 C ,使 T(t) Y(t)= Y(z)C, 从 而 T(t)= Y(/)CY a). 
detT(t)=detY(t)CY `!(z) = detC = const 

由 定义 12.4,detCZ0. 

推论 T(t) 是 李 雅 普 诺 夫 方 阵 . 

证 明 由 于 M(t),N(t) 有 界 , 所 以 | T(z)| 有 界 . 另 一 方面 ,| T 2-1) 
“| T(z)1"1YidetT(z)|, 式 中 7 是 T(z) 的 阶 数 .由 于 detT (t) = constZ 0, 
|T(t)1 有 界 因 此 |T-1(z)| 也 有 界 . 

引 理 12.4 设 @i(t),G2(t) 是 (12.1) 的 两 个 相 异 特征 阵 . 它们 对 应 的 第 一 、 第 二 
HEED MiC), Ni (z) 5 Mz(t),Nz(t). 则 N2* ()MI(C) 三 0， 
Ni (ti)M2z(t) 二 0, 即 相 异 特征 阵 对 应 的 第 一 特征 矩阵 与 第 二 特征 矩阵 彼此 正 交 ， 
证 明 设 和 =@B1(1)&,7 = Bo(t) 的 标准 解 方 阵 分 别 为 Yi(z) 与 Ya(z), 不 妨 设 
Yaz(t)CYI (t), RACC 是 任意 rx ri 非 零 常数 矩阵 ,ri 与 r 分 别 是 @i(z) 与 
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$2(z) 的 阶 数 ). 又 设 DG) (i=1,2) 对 应 的 第 一 .第 二 特征 矩阵 分 别 为 Mi(z) 与 
N;(t) (i=1,2). 记 R(t)=N2*(t)Mi(t), 则 R(t) 有 界 , 且 


ft dM (t) 
RD NE (Ou (a) + N t (1) MC 


=(-N2z (t)A(t) + @;,(t)N> Z 
+ N2” (t)(A(t)M, (t) - M (t)@,(t)) 
=®,(t)R(t) — R(z)@,(t) 


以 Yi(4) 有 乘 上 式 ,并 注意 到 < 于 = p, r) Y) M 


ROY (0) + RO) = RO Ys) 


PONO ERAY). 
RB RO) Yi(z) 的 列 向 量 是 线性 系 7 = DC) n 的 解 从 而 存在 常数 阵 C 
使 
R(t)Y,(t) = Y(t)C 
或 写 为 


R(t) = Yx(t)CY, !(t) 
E C 不 是 零 矩 阵 , 则 上 式 左 端 有 界 , 而 右 端 无 界 , 故 C=0. 于 是 R(1) 三 0. 证 毕 . 
定理 12.4 设 Bi(1),…,g,(1) 是 (12.1) 的 x 个 彼此 相 异 的 特征 阵 , 阶 数 分 别 为 
ml ory 若 ml+…+mr 一 有 1) 则 系统 (12.1) 线 性 等 价 于 
@ (z) 


y = y (12.14) 


@$,(:) 
证 明 设 (zt) 对 应 的 第 一 、 第 二 特征 矩阵 分 别 为 Mi(z),Ni(t) (i=1,2,…， 
六, 取 PGt)=(MICD) MG)),QCGD)=(Ni) ,NGD)), 则 Pt),QCD) 
都 是 ” 阶 方 阵 , 且 | P(z)| ,| Q(z)| 有 界 .计算 . 

Nr (z) 


Q'(:)P(:)= (M1(2),*…, M,(1)) 


N? (t) 
NY (t)Mi(t), 0, NY (z)M,(t) 


N? (t)Mi (t), N,* (t)M, (t) 


由 引 理 12.3,12.4 知 
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Ni (t)M;(t) i= 
0 ij 
H detN, * (¿)M, (t) = const#0, Aj detQ * (z)P(:) = const#0. 记 Q * (z)P(:) 
=D(z), 则 |D(z)| 有 界 ,上 且 detD(t)=const#0, FÆ P 1(Ú)= D 1(:)Q (t). 
由 于 |D71(72)| 才 (2" -1)1D(t)1"-1/|detD(+)|, 所 以 |D-1(1)| 有 界 ,从 
而 | P-!(t)| 也 有 界 .可 见 P(t) 是 李 雅 普 诺 夫 和 矩阵 . 
另 一 方面 ,由 Mi(t) 的 定义 知 


Ni (z)M,(t) = 


MOAM- MOBU) G=l,2,-r) 
所 以 
@*,(z) 
PGD) = AWPU) - PU) 
®,(t) 
@,(:) 
或 写作 = PA AC) P(E) - P(t) P (0). 
@,(:) 
D1(t) 
这 说 明 运动 相似 于 AC). 
@,(z) 


由 命题 7.11 即 知 系统 (12.1) 线 性 等 价 于 (12.14) .证 毕 . 

类 似 于 定理 12.1, 我 们 可 以 证 明 
定理 12.5 若 B(t) 是 系统 (12.1) 的 特征 阵 ,又 设 系统 (12.1) 线 性 等 价 于 y= 
B(t)y, A) B(1) 也 是 y = B(t)y 的 特征 阵 . 即 特征 阵 也 是 线性 等 价 关 系 下 的 不 变 
量 . 

类 似 于 定理 12.3 ,我 们 可 以 证 明 
定理 12.6 若 J 是 A 的 一 个 若 当 块 , 则 J 是 自治 线性 系 z“= Ar 的 特征 阵 . 

这 两 个 定理 的 证 明 留 给 读者 . 

由 于 本 节 引 进 的 线性 方程 系 的 特征 根 与 特征 阵 都 是 线性 等 价 下 的 不 变量 , 因 
此 类 似 于 矩阵 的 分 类 ,可 以 以 特征 根 ,特征 阵 为 基础 建立 线性 方程 系 的 标准 型 . 具 
有 相同 标准 型 的 线性 系 属于 同一 个 线性 等 价 类 . 

关于 特征 根 \ 特 征 阵 的 存在 性 问题 ,读者 可 参看 文献 [10]. 我 们 可 以 在 理论 上 
证 明 它们 是 存在 的 ,在 一 些 特殊 情况 下 可 以 较 方便 地 求 出 它们 ,但 在 一 般 情 况 下 求 
特征 根 与 特征 阵 将 是 很 困难 的 .这 与 非 自治 线性 系 本 身 求解 的 困难 性 是 联系 在 一 
起 的 . 
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$13 ” 非 自治 线性 系 的 微分 分 类 


对 于 自治 线性 系 ,我 们 在 $ 10 中 已 经 证 明 :两 个 自治 线性 系 微分 等 价 当 且 仅 
当 它 们 线性 等 价 .因此 对 自治 线性 系 而 言 ,微分 分 类 与 线性 分 类 是 一 致 的 .现在 ,我 
们 对 非 自治 线性 系 证 明 类 似 的 结论 . 

考虑 两 个 非 自治 线性 系 

x = Alt) (13.1) 
y = B(t)y (13.2) 
x,y E R";A(t),B(t) 是 定义 在 R 上、 连续 有 界 的 n 阶 方 阵 . 
定理 13.1 系统 (13.1) 微 分 等 价 于 (13.2) 当 且 仅 当 (13.1) 线 性 等 价 于 (13.2). 
证 明 ”由 于 线性 等 价 蕴含 着 微分 等 价 ,因此 只 要 证 明 必 要 性 就 可 以 了 . 

设 (13.1) 微 分 等 价 于 (13.2), 又 设 (13.1) 到 (13.2) 的 等 价 函数 为 Si(t,z). 

由 于 z=0 是 (13.1) 的 解 ,所 以 S1(:,0) 是 (13.2) 的 解 .由 命题 7.7, S(t,0) 有 
界 ,所 以 Si(t,0) 是 (13.2) 的 有 界 解 . 

令 S(t,z)=Si(t,z)-Si(t,0), 不 难 验证 S(t,z) 仍 然 是 (13.1) 到 (13.2) 
的 等 价 函数 . 

用 X(z),Y(1) 分 别 表示 (13.1) 与 (13.2) 的 标准 解 方 阵 (X(0)= Y(0) = l). 
V7ER",X(t)7 是 (13.1) 的 解 , 故 SCt,X(t)7) 是 (13.2) 的 解 .于 是 存在 SE R", 
使 得 S(t,X(1)7)= Y(t)&. 转 取 1=0, 得 =S(0,7). 故 

S(z,X(t)7)= Y(t)S(0,7) 
关于 7 微分 上 式 得 
D2S(1,X(1)n)X(1)= Y(t)D,S(0, 7») 
取 7=0, 又 得 
D2S(1,0)X(1) = Y(¿)D;S(0,0) (13.3) 
WSU, =G), W G, S, x)) =x. AT 
D,G(t,S(t,z=))D;S(t,z)=1 
JR z=0,3ESR2]| S(t,z)= Si(t,z)- Si(t,0), 则 得 
D;G(:,0)D;S(:,0)= 1 
所 以 DsS(:,0) 是 非 退 化 方 阵 , 且 (D2S(i,0))"!= D;G (1,0). 由 命题 7.7， 
| D2G(t,0)|, | DzS(z,0)| 都 有 界 , 因 此 DS (+:,0) 是 李 雅 普 诺 夫 方 阵 . 记 
D2S(:,0)=L(z), 则 (13.3) 可 改写 为 
L(D) Y(t)= Y(z)L(0) 
微分 上 式 ,得 
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L'(t)X(t)+L(t)A(t)X(t)=B(t)Y(t)L(0) 
由 于 B(z)Y(1)L(0)=B(1)L(z)X(z), 所 以 有 
L'G)X(:)+L(#¿)A(:)X(:)=B(t)L(:)X(t) 
因为 detX(z) 天 0, 所 以 
AGz)=L `!(#)B(z)L(z)-L 1(#)L (t) 
可 见 A(z) 运 动 相似 于 B(z). 由 命题 7.11, 即 知 (13.1) 线 性 等 价 于 (13.2). 证 毕 . 
对 非 自 治 线性 系 ,由 于 微分 等 价 与 线性 等 价 是 一 样 的 ,因此 非 自治 线性 系 的 微 
分 分 类 与 线性 分 类 是 一 致 的 . 


814 非 自治 线性 系 的 拓扑 分 类 


在 $11 中 我 们 已 经 说 明 自治 线性 系 的 拓扑 分 类 问题 已 完全 解决 .但 非 自治 线 
性 系 的 拓扑 分 类 问题 尚未 完全 解决 .目前 仅 对 具有 二 分 性 的 系统 已 大 体 解决 了 拓 
扑 分 类 问题 ,对 不 具有 二 分 性 的 系统 尚未 见 什么 结果 .以 下 材料 取 自 文献 [7,11,12]. 
考虑 非 自治 线性 系 
z = Alt) (14.1) 
此 处 zxER",A(t) 定 义 在 R 上 ,有 和 界 连续 . 
用 X(z) 表 示 (14.1) 的 基本 解 方 阵 . 设 (14.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 即 存 在 投影 
P 及 常数 K >0,a>0 使 
|X(¿)PX (s)| < Ke el) (¿2 5) 
[XG -= P)X-1(s)|< Ket) (¿< P 
定理 14.1 若 (14.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 则 (14.1) 拓 扑 等 价 于 系统 
-1 


(14.2) 


1 

其 中 一 1 的 个 数 等 于 投影 P 的 秩 数 . 

这 个 定理 的 证 明 比 较 复杂 ,我 们 将 它 分 解 为 若干 引 理 . 

由 命题 4.7 及 其 后 的 注 ,我 们 可 得 
引 理 14.1 若 (14.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 则 (14.1) 运 动 相似 于 

A a ] 

B B,() J 
其 中 Bt(t) 的 阶 数 等 于 P 的 秩 数 且 子 系统 六 = Bi(t)zl 的 解 方 阵 Xi(t),z'2z = 
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了 B2(t)zaz 的 解 方 阵 Xz(t) 分 别 满足 


[XXT Cs) |< Me °G" x (14.3) 
|X,(z)X;!(s)|< Mee) (t> s) 

下 面 的 引 理 14.2 叙述 与 证 明 都 是 比较 长 的 . 

引 理 14.2 £ F:RXR'>R',G:RX RR 满足 
F(z,0) = G(z,0) = 0 
kusana (14.4) 
[|G(z,zi) - G(t,z>)|< L| z1 - zz| 


IR: V:RXR' >R, $È, LRR 
Cala |f < V(t, z) < Cil =l (14.5) 
此 处 C1,C2,B 都 是 正常 数 . 若 存在 常数 了 >0 使 
dV) EES ei 
r =F(.z 


dt 
<- |= 


dVG, = (14.6) 


dt Z= G(t.z) 
那么 存在 函数 h(t,z)€ C(R x R",R") 满 足 
DALEKE H,AG,’ Cr za 
š|z=|2C;* M, laler) >C? CY | alri; 
(ii) 对 每 一 个 固定 的 1,h(t，*) 是 RR t PE; 
( 几 ) 记 hi(2,*)=g(t，*), 则 g(t，*) 也 有 性 质 ( I ); 
(iv) 若 z(t) 是 z = 下 (t,z) 的 解 , 则 及 (1,z(1)) 是 y =G(t,y) 的 解 ; 若 
3y(t) 是 y=G(t,y) 的 解 , 则 5(t,y(t)) 是 = 下 (t, 工 ) 的 解 . 
证 明 设 X(t,r,6) 是 z =F(t,z) 满 足 X(r)=# 的 解 , 简 记 为 X(z), 由 (14.5)， 
(14.6) 易 得 


AVGXUD <- PIXI K- CVC, X) 


设 s<, A s 到: 积分 上 式 得 

V(z,X())< V(s,X(Cs))e-ri 0 (14.7) 
上 式 意味 着 V (z, X(:))3E + 的 严格 减少 函数 . 现 设 6 天 0. 由 于 当 1 一 + oo 时 ， 
VC, X(t))>0; M 1>- oont, V(2,X(1))—>+ oo, 所 以 存在 惟一 时 刻 T (r, €) 
使 


V(T(r,ë8)),X(T(r,ë),r,£))= 1 (14.8) 
KWM YC, r, E)E y = G(t,y) 的 满足 Y(r)=# 的 解 , 则 存在 惟一 时 刻 
S(r,6) 使 
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V(S(r,€),Y(S(r,é€),r,€))= 1 (14.9) 
定义 两 个 函数 
AG; = EAT AE see) EN 
0 <=0 
X(t,S(r,€),Y(S(r,€),r,€)) £0 
g(r,€) = Ü pal 


先 证 h(r,&) 的 连续 性 . 当 E0 时 h(r,&) 连 续 性 是 显然 的 ,下 证 $=0 时 h(r,é) 
也 连续 . 
由 (14.5),(14.8) 得 
1= V(T(r,é€),X(T(r,é€),r,é€)) 
SCX(T(r,€),r,€)|e 
< Cil elel Tre -rl 
所 以 
eTl TD-er] <cħelt (14.10) 
又 由 (14.5) 及 hh(r,&) 的 定义 ,有 
Calh(r,£)l PS V(r,h(r,é)) 
= V(r,Y(r,T,X(T,r,8))) (14.11) 


MFM| EIKO AR VC, EKC, | ElI, A T(r,e)< r. ERR 
X(t) 换 成 Y(t) 时 也 成 立 , 于 是 由 (14.7),(14.8),(14.10),(14.11) 得 


Calh(r,é) PS VT, Y(T, T,X(T, 5,€))) er C-D 
= V(T,X(T,r,é))e i -D 
= e wi (r-T) 
> a + sl 
<(cr lelt)" 
上 式 表明 h(t,é) 在 $=0 点 也 连续 ,同时 推 得 当 |s| 过 C1 
lalt, E) |< CC La | g IB (14.12) 
另 一 方面 ,由 (14.8),(14.5),(14.4) 得 
1= V(T,X(T,r,é))> C,| X(T,r,£)|# 
> oi 
所 以 
elT=l > CG;£&|ë|1 (14.13) 
# 16|> Cr$, V(r,6) > Cz|sl8>>1 所 以 T(r,6) > r, FE 
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Cilh(r,&)18 宇 V(r,h(t,&))( 由 定义 ) 
=V(r,Y(r,T,X(T,r,é€)))( 由 (14.7)) 
>V(T,Y(T,T,X(T,t,8)))e™i (0( 由 (14.8)) 
=e 'IT- "| (H(14.13)) 

(Cle) 
IM | El >C PR 
laD cr e (14.14) 
完全 类 似 地 ,对 g(r, ENEA (14.12), (14.14) 2R. 
下 面 证 明 h(r,glr,£))=8,g(r,hlt,£)) =E. RRE 
Y(T(r,ë),r,h(r,8)) 
=Y(T(r,é€),r,Y(r, T(r,é€), X(T(r,é€),r,€))) 
=X(T(r,£),t,£) (14.15) 
另 一 方面 ,有 
1= V(T(r,é€), X(T(r,€),r,é€)) 
(由 (14.15))= V(T(z,é),Y(T(r,é),r,h(r,é))) 
我 们 又 有 1=V(S(r,h(r,é€)),Y(S(r,h(r,é)),r,h(r,é))). 
比较 上 面 两 个 式 子 ,并 注意 V, YC, r, hlr, £) ) 关 于 * 的 严格 单调 性 则 得 
S(r,h(r,8))= T(r,é) (14.16) 
于 是 
g(zr,h(r,€))=X(r,S(r,h(r,€)),Y(S(r,h(r,ë)),r,h(r,8))) 
(H(14.16))=X(r,T(r,£),Y(T(r,ë),r,h(r,8))) 
(由 (14.15))=X(r, T(r,é), X(T(r,é),r,é)) 
a 
类 似 地 可 证 A (r,g(r,8))= ë. 
所 以 对 固定 的 1,h (+t，*) 是 RR ñ ST, B h 1(r,:)= g(t,:). H + 
A(r,s),g(r,6) 皆 连续 ,所 以 对 固定 的 1,h(:，,*) 是 RR 的 同 胚 . 
现在 证 明 h(1,X(i,to,zo)) 是 y =G(z,y) 的 解 .事实 上 ,由 
X(t,to,zo)= X(t,t,X(t,to,zo)) 
及 了 (tio,zo) 的 惟一 性 , 易 推 得 
T(to,zo)= T(t,X(t,to,zo)) 
于 是 
Ah(t,X(t,to,zo)) 
= Y(z,T(t,X(t,t0,70)), X(T(t, X(t,t0,70)),t, X(t, to0,70))) 
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=Y(t,T(to,zo),X(T(to,zo),t,X(t,to,zo))) 
=Y(t,T(to,zo), X( T(to,zo),to>zo)) 
所 以 ht,XCt,to,zo)) 是 y=GCty) 的 解 . 
同 理 可 证 g(t, Y(t,to,yo)) 是 二 = 下 (t,z) 的 解 . 引 理 14.2 WE. 
由 引 理 14.2 立 得 下 列 结论 
引 理 14.3 在 引 理 14.2 的 条 件 下 ,系统 x = F(t,z)483F 34 = = G(t,z). 
下 面 我 们 再 证 明 一 个 引 理 . 设 
xi = Bi(t)z; (14.17) 
ZER",BI(t) 定 义 在 尺 上 且 连 续 有 界 . 
引 理 14.4 设 系统 (14.17) 的 解 方 阵 X ) 满 足 
[XXT |< Ket (¿> s) (14.18) 
此 处 K ,a 是 正 的 常数 . 那么 系统 (14.17) 拓 扑 等 价 于 系统 
-1 


1 = > (14.19) 
t 
x€ R'. 
证 明 定义 
V(t,zl) = J xXx 1(t)z|2ds 
由 (14.18) 易 得 


V(tzbD < K2a 1| x|? (14.20) 
设 sup| B(t)| =L, WA 
tER 
|Xi(s)Xi (zeT |zl 
所 以 


Vese) > 中 ed e |?ds = L|. | (14.21) 


Vai € RW z(t) = Xi(t)zl 是 (14.17) 的 解 , 我 们 有 
WUD ag Ix) Xl 
=24 “X G)zi|2 4 
=-2|X,(2)<x,|2 =-2|zi(z)|2 
所 以 


| dV(t,z1) 
dt 


=-2|z1l? (14.22) 


z=B(D)z, 
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另 一 方面 ,我 们 取 
M = 2L2K2a"1 (14.23) 

考虑 系统 

-M 


z= 


Ne h (14.24) 
-M 


Vz € R", 则 e-Mzi (14.24) if, BIB IH (14.18), (14.21), (14.23) M V 
的 定义 ,得 
EV eMe) 
= 有 只 (env(t,zn) 
= 一 2Me-2MV(t,rli) + e ™[- | x, |2 


S OXOBI XOX) BI zd] 


dV(t,z)) 
dt (14.24) 
(14.20) ~~(14.22) 与 (14.25) 诸 式 表明 系统 (14.17) 与 系统 (14.24) 满 足 引 理 14.2 
的 全 部 条 件 , 从 而 由 引 理 14.3 推 知 ,系统 (14.17) 拓 扑 等 价 于 (14.24). 
下 面 我 们 再 考虑 系统 (14.24) 与 系统 (14.19). 取 Vi(t,zi) = |zxi|?. 又 取 
73= min| M ,1|, 则 显然 有 


<-2ļ| zıl? (14.25) 


dV (z,z1) ú 2 2 
dt asza) M|=i |° <- al zıl 

dVi(t,z1) = 2 2 
dt huw =- lal <- alz] 


于 是 系统 (14.24) 与 (14.19) 也 满足 引 理 (14.2) 的 全 部 条 件 .从 而 由 引 理 14.3 
知 (14.24) 拓 扑 等 价 于 (14.19). 又 由 拓扑 等 价 关系 的 传递 性 知 系统 (14.17) 拓 扑 等 
价 于 系统 (14.19). 证 毕 . 
现在 考虑 系统 
zz = B.(t)z> (14.26) 
ZX2€ R" ,Bs(z) 定 义 在 R 上 , 且 连 续 有 界 . 
引 理 14.5 车 系统 (14.26) 的 解 方 阵 Xa(t) 满 足 
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[X,(z)X; 1(s)|< Ke9 (¿< s) (14.27) 
则 (14.26) 拓 扑 等 价 于 


£ (14.28) 


1 
证 明 在 系统 (14.26) 与 (14.28) 中 分 别 作 时 间 变 换 + = - r, 则 它们 分 别 变 为 
dz 


q = BC r)z> (14.29) 
= 
= e |a (14.30) 
-1 
dX;( — r) a eha 


AOAO. ao BO r)X,( r) MA 
EE E S E nu s 
t>s,# - r< - s, ATH (14.27)48 


[Xr) X;1()| = | Xal- r) X- s)| 

[Keels] 

= Keet) 
由 引 理 14.4, 立 得 系统 (14.29) 拓 扑 等 价 于 (14.30), 设 (14.29) 到 (14.30) 的 等 价 
函数 为 Alr, x), IBA hlt, x)= 百 (-t,z) 就 是 系统 (14.26) 到 (14.28) 的 等 价 
函数 .证 毕 . 
定理 14.1 的 证 明 ”由 以 上 引 理 作为 准备 ,定理 14.1 的 证 明 就 不 困难 了 . 

由 引 理 14.1 系统 (14.1) 运 动 相似 于 

a Ee 


Kol (14.31) 


ROA. DRHESMFO4.31). Hi TFRERNAR ERIE, Br tho 
传递 性 ,我 们 只 要 证 明 (14.31) 拓 扑 等 价 于 (14.3) 即 可 . 

= L 
由 引 理 14.4,zy = Bi(z)zl 拓 扑 等 价 于 系统 zl = Be [ms 


-1 
MARK hilt zı). 由 引 理 14.5,z2” = B>,(:)<; 拓扑 等 价 于 系统 z/ = 


Ë 
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设 等 价 函 数 为 hz(t,z2). 现 取 
hi(z,z1) [z] 
z= 


h(t,x) = | ， 
ja(t,Z2) 

则 显然 上 (zt,z) 是 系统 (14.31) 到 (14.3) 的 等 价 函 数 . 证 毕 . 

下 面 我 们 来 证 明定 理 14.1 KAE. 
定理 14.2 车 系统 (14.1) 拓 相等 价 于 (14.3), 则 (14.1) 具 有 指数 型 二 分 性 , 且 
(14.2) 式 中 的 投影 方 阵 P 的 秩 数 等 于 (14.3) 中 一 1 的 个 数 . 

为 了 证 明定 理 14.2, 我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 14.6 设 X(t) 是 系统 (14.1) 的 基本 解 方 阵 ,已 是 一 个 给 定 的 投影 方 阵 ,又 设 
存在 常数 C>0, 对 任意 M>C,## T(M)>0, 不 论 8 与 怎么 取 法 ,只 要 
X(s)PE|>C,t-s>T, EA | X(G)PE| >M, MA LÄERK K >0,a>0， 
使 对 一 切 t22s 及 一 切 EE R" 都 有 
[XGPS K| X(s)P#g|et") (¿> s) 
证 明 JOE M, 使 M > C, XER £ € R", 使 Ps Z 0, | X(s)Pe| = r, MJ 


X(s)P 2e| = C. 于 是 由 引 理 的 假设 得 |X(s + T)P Ce| > M. 这 个 式 子 又 可 


T2 


改写 为 | X(s + TDP Ce| > c. 由 引 理 的 假设 ,又 有 | xe +27)PC Cel > 
A as anetis E e> c 由 引 理 的 假设 ,又 有 


X(s+3T)P C [C ) el=m. 再 把 它 改 写 为 | X(s + 3T)P [ G) e> c.m 
A n, 有 
|xe+ sp S[CY;|> c 


即 
Me 
IX(s+ nPE >r( É) 
=IxPel (4) 
=|X(s)PẸ ler në (14.32) 
设 (14.1) 的 系数 方 阵 A(t) 满 足 |1A(i)| 去 工 , 则 有 
|XCD)X-ICs)1< eclc1 (ts 任意 ) (14.33) 
现任 取 i>s, 则 必 有 自然 数 n 及 9(0<9<1) 使 :=s+nT+0T, 于 是 
0<t-(st+nT)<T (14.34) 


从 而 由 (14.33),(14.34) 有 
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|X(s + nT)PE| = |X(s + aT)X-l(¿)X(:)Pe| 
< | X(s + nT)X-1(:)| | XG) pel 
< T|X(zt)Pe| 
由 (14.32) 及 nm= -0 
1XCGD)PE| 二 e LT| X(s + nT)P£| 
> e tr| X(s)Pe lert 
= e-tT|X(s)Ppele[ -0-0] 
>e Lr-mË | X (s) Pe lete 0-9 


m 


W K= tr hE a= Lin M>0, m 


|X(¿)P#|2> K| X(s)PElet (t> s) 

我 们 上 边 曾 设 PEZ0, m4 PE=0 时 ,上 式 仍然 成 立 .于 是 对 任意 >s 及 任意 
EER" 上 式 成 立 .证 毕 . 
定理 14.2 的 证 明 用 X(:),Y(z) 分 别 表示 系统 (14.1) 与 (14.3) 的 标准 解 方 阵 
(X(0)= Y(0)=7), 记 

St=|ë|z—+eoBf| X(£)€| < +ool 
S =lë|:—- soBh| X(4)8| < +0} 

TA St, S 都 是 R" 的 线性 子 空间 . 

由 于 (14.1) 拓 扑 等 价 于 (14.3), 设 系统 (14.1) 到 系统 (14.3) 的 等 价 函数 为 
H(i,z), 同 时 记 H (t,:)= G(t,*). 由 拓扑 等 价 的 定义 ,对 任意 £ € R", 
H(X(z)&) 是 (14.3) 的 解 ,于 是 存在 7ER" 使 H(z,X(z)&)=Y(1)7. 取 z=0, 则 
得 7=H(0,&). 于 是 

H(z,X(t)£)= Y(1)H(0,é) 


= H(0,£) 


(14.35) 
上 式 对 一 切 1ER, EER" 都 成 立 . 
记 
Li= {(al…ar,0,…,0)1ai 是 任意 实数 ,i=1,2,…,r| 
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L2= |(0,…,0,ar+l,…,an)|ai 是 任意 实数 ,i= r+1,…,n 
此 处 r 是 系统 (14.3) 的 系数 方 阵 中 的 一 1 的 个 数 . 
由 命题 7.5,H(:,z) 与 G(t,z) 有 如 下 性 质 : 
YM>0, IK(M)>0, “|z| <M B, 3—4 t #|H(t,z)|<K, 
(G0, x)| <K. FÆR (14.35), 4 
&€ S+ &H(0,£) € L, 
£ € S7 @H(0,ë) € L; 
所 以 St*=H-1(0,Li), S =H '!(0,L;). 
由 于 Li,L2,S* ,S 都 是 R 的 线性 子 空间 ,又 由 于 R'= L I+ L;,H 1(0,:) 
是 R" 的 自 同 胚 ,因此 R"=S*+S- . 
设 P 是 R" 中 的 一 个 投影 ,P 的 值 域 是 S+ ,P 的 核 是 S- . 任 取 e€ R". X.R 
Zz(1)=X(1)(I 一 P)&, 由 拓扑 等 价 的 定义 ,H(z ,zr(1)) 是 (14.3) 的 解 , 记 为 y(z). 
于 是 


H(t,xz(t))= y(t) (14.36) 
G(t,y(t))= x(t) (14.37) 

另 一 方面 ,由 于 (T- P)6ES ,所 以 当 t 一 -co 时 ,|z(t)|< +oo, 因 此 
y(t) = y(s)e 一 (ts 任意 ) (14.38) 


由 拓扑 等 价 的 定义 (定义 7.1) 的 (ii ),( iü ), HER M >0, 存 在 L(M)>1, 当 
|z| >L(M)R—H : HHO, x)| >M R|G(:,z=)|>M. 
MEH | els)! >L (1), H (z — s)>lnL (M). FÆ IB (14.36) ~ (14.38) 
得 
|yxGO]=e :|y(s)|=e |H(s,z(s))|>e FL(M) 
所 以 | z(i)| = |1G(t,y(t))| 三 M. 
由 于 L(1) 是 固定 的 常数 , 故 不 妨 取 M>L(1), 由 引 理 14.6, 存 在 常数 K >0, 
a >0 使 对 一 切 >s, H 
lat) > Kiz()|e) (¿> s) 
BD|X(¿)(I-P)£|Z2K|X(s)(I-P)ë#|eG (>;). 
或 写作 
|X(s)(I- P)€|< K-l|X(:)(I- P)éle G") (¿> s) 
将 r, s 两 个 字母 对 调 ,并 将 K“! 重 新 记 为 K , 则 得 
IXO- P)EIKKIX(s)(T-P)Ele t9 (<s) 
同 理 可 证 
|X()PEISKIX(s)Pele 2 (¿2s) 
由 命题 4.1, 即 知 系统 (14.1) 具 有 指数 型 二 分 性 .证 毕 . 
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系统 (14.3) 称 为 具有 指数 型 二 分 性 的 线性 系 的 标准 型 . 

由 定理 14.1 与 定理 14.2, 立 得 
定理 14.3 (1) 两 个 具有 指数 型 二 分 性 的 系统 拓扑 等 价 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 
标准 型 . 

(2) 具 有 指数 型 二 分 性 的 系统 与 不 具 指数 型 二 分 性 的 系统 必 不 拓扑 等 价 . 

(3) 具 有 指数 型 二 分 性 的 n 维 线性 系 的 拓扑 等 价 类 一 共 只 有 n+1 类 ,它们 的 
标准 型 分 别 是 


1 
下 面 我 们 来 考虑 具有 普通 二 分 性 的 线性 系 的 拓扑 分 类 . 仅 有 一 般 普 通 二 分 性 
的 线性 系 的 拓扑 分 类 仍 是 困难 的 .我 们 考虑 一 种 特殊 的 普通 二 分 性 . 
定义 14.1 用 X(z) 表 示 系统 (14.1) 的 基本 解 方 阵 . 若 存 在 投影 P.P. ,Po(P_ 
+P, +Po= 站) 使 
|[X()P- X-1(s)|< Ke") (¿> 5) 
|X(OP, X-1X(s)|< Ked (¿< 中 
|X(z)Pox- (|< K (4,s 任意 ) 
此 处 K >1,a>0 是 常数 . 则 称 系统 (14.1) 具 有 强 普通 二 分 性 . 
注 可 以 适当 选取 解 方 阵 XX(z) ,使 
0 
apa 
" a 


0 

其 中 m(i=1,2,3) 表 示 ni 阶 单位 阵 , 且 已 - + P, + Po= 1. 

显然 , 强 普通 二 分 性 蕴含 普通 二 分 性 .事实 上 (14.39) 的 后 两 个 式 蕴含 

|XGz)(P, +Po)X 1(s)|<Q2K (zs). 于 是 由 (14.39) 可 推 得 
|XCD)P- X -1(s)|< Ket- (¿> s) 

IXO - P )X-1X(s)|< 2K T 


(14.39) 


I, 
P-=| ' P, = I, 
0 


2 


(14.40) 


同样 可 以 推 得 
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= -1 
[XOU - P,)X 1(s)| < 2K eo arad 


|XG3P, X-1(s)|< Ke (ts) 

所 以 强 普通 二 分 性 蕴含 普通 二 分 性 .反之 则 不 然 .但 若 A(1) 是 回复 函数 , 则 普通 
二 分 性 也 蕴含 强 普通 二 分 性 . 

我 们 有 下 列 命题 
命题 14.1 若 A(t) 是 回复 函数 , 且 (14.1) 具 有 普通 二 分 性 , 则 (14.1) 具 有 强 普通 
二 分 性 . 

该 命题 的 证 明 可 参看 文献 [6] 之 59 命题 4. 
0 


I, 


2 


引 理 14.7 设 忆 -= | 


0 
| 一- | i kasta 
0 Rd 


0 
位 阵 (i=1,2,3), 且 P-+P,+Po=I. 


用 X(t) 表示 系统 (14.1) 的 解 方 阵 . 则 存在 连续 可 微 的 非 退 化 方 阵 S(z) 使 
S(t)P- S(t)= X(t)P-X (1) 
S(t)P,S-1(t)= X(t)P, X" 1(t) 
S(t)PoS™ (1)= X(t)PoX (t) 
并 且 
|S()| </2 
|S-1G)|<[|XGOP-X '(()|2+ | XC)P, X 1(e)|2 
+|X(z)PoX-l(:)|2112 
该 引 理 的 证 明 完全 同 于 引 理 4.2. 
引 理 14.8 设 系统 (14.1) 具 有 强 普通 二 分 性 , 则 (14.1) 运 动 相 似 于 
B- (t) 
B, (t) 
Bo(t) 
也 -(t),B+(t),Bo(t) 的 阶 数 分 别 等 于 投影 P.P. Po 的 秩 数 . 且 子 系统 zi = 
B-(z)zi, zz = B,(t)z>, zy = Bo(t)zs 的 解 方 阵 Xi(1),X2(1),X3(z) 分 别 
满足 


x (14.42) 


[XX C) K Mee (¿< s) 

|X;,(z)X; (s)| < M (t,s 任意 ) 
该 引 理 的 证 明 完全 类 似 于 命题 4.7. 留 给 读者 作为 练习 . 
下 面 我 们 来 考虑 具有 强 普通 二 分 性 的 线性 系 的 拓扑 分 类 . 


[XIX Is 和 Me TY) (¿D> s) 
| (14.43) 
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定理 14.4 若 系统 (14.1) 具 有 强 普通 二 分 性 , 则 (14.1) 拓 扑 等 价 于 系统 
-1 


X= S 4 (14.44) 


且 一 1,+1,0 的 个 数 分 别 等 于 投影 已 _ ,已 ; , Po HRK. 
证 明 由 引 理 14.8, 系 统 (14.1) 运 动 相似 于 系统 (14.42) ,所 以 只 要 证 (14.42) 拓 
扑 等 价 于 (14.44) 即 可 . 

由 引 理 14.4, 引 理 14.5 及 (14.43) 式 可 知 系统 x1 = B_ (+)zi 拓扑 等 价 于 
-1 


tja 


Z1( 设 等 价 函数 为 Hilt, x1). 系统 zz = B. (t) e 拓扑 等 


=f 
1 


ram | S Ë ( 设 等 价 函数 为 H(z,z2)). 
1 
另 一 方面 由 (14.43) 的 第 三 个 不 等 式 易 得 
IX) <M 
| xs- 入 M 


于 是 系统 x3 = Bo(t) zs 线性 等 价 于 zy = 0, 且 等 价 函 数 为 Hy(r, z3) = 
Xs (1) za. 


取 
Hi(t,z1) zı 
H(t,r) = ED r= |z 
H3(t, x3) £ 


MIA H(: ,xz) 是 系统 (14.42) 到 (14.44) 的 拓扑 等 价 函数 .证 毕 . 
最 后 我 们 来 证 明定 理 14.4 H. 
定理 14.5 设 系统 (14.1) 拓 扑 等 价 于 系统 


80 微分 方程 分 类 原理 


pa s z (14.45) 


0 
则 (14.1) 具 有 强 普通 二 分 性 , 且 (14.39) 中 的 投影 方 阵 P,P, Po 的 秩 数 分 别 等 
于 (14.45) 中 一 1,+1,0 的 个 数 . 
证 明 用 X(:),Y(z) 分 别 表示 系统 (14.1) 与 (14.5) 的 标准 解 方 阵 (X(0) = Y(0) 
=7), 设 
W* = || t—+coBF| X(:)£| < + o| 
W = |ë|34 t>- ott) X(¿)€| < +o} 
又 记 =W NW, WRES S+ =W+/S%,S- =W-/S", 显 然 S',S-， 
S 都 是 R" 的 线性 子 空间 . 
用 H(t,z) 表 示 系 统 (14.1) 到 (14.45) 的 等 价 函数 , 记 H71(z，,*)=G(zt,*). 
HER e€ R", 则 X(t)& 是 (14.1) 的 解 .于 是 H(t,X(t)&) 是 (14.45) 的 解 ,所 以 存 
在 7ER" 使 H(t,X(z)&)= Y(t)7, 取 t=0 得 有 H(0,&)=7w. 于 是 


et 


H(t,X(t)£)= Y(t)H(0,#)= `. H(0,ë) 


(14.46) 
上 式 对 一 切 :€ R,#€ R" 都 成 立 . 
记 
工 ; = | (eam;0,…,0)| a; 是 任意 常数 ,i=1,…,ni| 


L= [(0,…,0,an t1 san tn 0,0) ai 为 任意 常数 ， 
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i=n1t+1,…,n1+n2) 
Lo= |(0,…,0,an +n, +13 ran) la; 是 任意 常数 ,i=n1+ nti en] 
上 式 中 mi 等 于 (14.45) 中 一 1 的 个 数 ,nz 等 于 (14.45) 中 + 1 的 个 数 .显然 , R" = 
L: +L-iLo. 
由 命题 7.5,H(1,z),G(t,z) 有 如 下 性 质 : V M>0, 3K(M)>0,4| z+| < 
M 时 ,对 一 切 : 有 |H(t,z)| 二 K,|G(t,z)|<K. 于 是 由 S*+,S-,S? 的 定义 及 
(14.46) 式 可 得 
EES SH0,£)EL, 
EES“ SH(0,£)EL- 
EE S®SH(0,£)E Lo 
由 于 S" ,S , S 都 是 R" 的 线性 子 空间 , 且 工 ,十 L + Lo = Ra, 又 因为 H(0,:) 
是 R" 的 自 同 胚 ,所 以 S+ +S +S)=R". 
取 R" 中 的 投影 P, ,P- ,Po, 它 们 的 值 域 分 别 是 S*+,S-, S9, FÈ P, +P 
+ Po=1. 
同 于 定理 14.2 的 证 明 可 得 :对 任意 e€ R" 有 
|[XG3P, £|< K|X(s)P, let- (¿>> s) 
|XGOP_ £|< K|X(s)P. Elet- an, 
另 一 方面 , 任 给 &€ R", 取 z(t)=X(z)Pos, 则 z(i) 是 (14,1) 的 解 ,从 而 
H(z,z(1)) 是 (14.45) 的 解 , 记 为 y(z), 即 
H(t,z=(t))=y(t), G(t,y(t))=zx(t) 
由 于 Pog E S°, BW DL t—> tont, |z(z)| 均 为 有 界 , 从 而 当 t> + co B$, 
|y(1)| 也 均 有 界 .因此 
y(t)=y(0)= H(0,z(0))= H(0, Poé) 
x(t)=G(t,H(0, Po0é)) 
下 面 我 们 证 明 若 Poe 天 0, 则 有 
0<m(8)<inflz=()|<su|z(z)|<M(@) (14.48) 


“€ 
此 处 m (8), M(8) 5 £ 相关 的 正 数 . 
由 于 一 土 co 时 |z(t)| 均 有 界 , 所 以 sup|z(z)| 生 M(6) 是 显然 的 .我 们 只 要 


t€R 
证 明 


(14.47) 


inf| z(¿)|2>m(6)>0 
即 可. 若 不 然 , 则 存在 1,, | 使 
altim) 0 (m>) (14.49) 
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设 a 是 一 个 任意 给 定 的 正 数 ,于 是 
ar(t)= X(t)Po(aé) = G(t,H(0,Po(aé))) (14.50) 
由 拓扑 等 价 定义 ( 见 定义 7.1 之 (让 ),( 首 )) 当 zc 时 ,有 (zz) 一 co ,GZz) 一 
co 关于 上 是 一 致 成 立 的 .因此 当 a 充分 大 时 对 一 切 : 有 
|G(1,H(0,Pola£)))| >1 
但 由 (14.49),(14.50) 又 有 
Gl(tn,H(0,Po(aé)))=ar(t,)—0 
这 是 一 个 矛盾 .因此 ipf | xz(1)| 宇 m($)>0. 
设 Po 的 秩 为 n3(n3=n 一 m1 一 n2), 可 以 选取 t. ,所 ,使 
Ti(t)=X(t)Po5 (i=1,2,.…,n3) 
同时 z1(7),…,xn,(t) 线 性 无 关 . 从 而 对 任意 £€ R",z(t) = X(t)Poé& 总 可 表 为 
1(7),…,zn,《1) 的 线性 组 合 . 
在 R" 中 取 单位 球 S= | | Cers sen) | er + te ?=1|, 取 e=(e1,,en,) 
€s. 
又 取 TZ (t)=eiz((t)+ U te, z, (t), B(14.48)49 
0<m(e)<| Z (t)|<M(e)< + oo 
由 于 S 是 紧 集 ,所 以 ipfm(e)= Co>0,supM(e) = Ci< + co. 从 而 对 任意 eE S 有 


€S 
0< CS| Z (t)|<C1< +% 


于 是 对 任意 0. € R, 有 
IzG0)|< €: AEO] (14.51) 


现在 YeE R", 使 P, £Z0, FIÈ 
x(t) =X(t)Po 
=dixilt) + + dn En (t) 


d, 
=lal [zao ese Tie) 
其 中 |d| = dP tta, “+dn ,由 (14.51) 得 


Hcg l 


lzG)1< la) 


即 
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[XOP C |XG)P66| Cers E) (14.52) 


类 似 于 命题 4.1 ,我们 可 以 证 明 (14.47) 的 两 个 式 子 连同 (14.52) 式 与 (14.39) 的 三 
个 式 子 是 等 价 的 , 即 系统 (14.1) 具 有 强 普通 二 分 性 .证 毕 . 

系统 (14.45) 称 为 具有 强 普通 二 分 性 系统 的 标准 型 . 

由 定理 14.4 与 定理 14.5, 立 得 
定理 14.6 (1) 具 有 强 普通 二 分 性 的 两 个 系统 拓扑 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相 
同 的 标准 型 . 

(2) 具 有 强 普通 二 分 性 的 n 维系 统一 共 只 有 二 (n+1)(n+2) 个 拓扑 等 价 类 

由 命题 14.1 知 ,回复 系数 的 线性 系数 具有 普通 二 分 性 就 是 具有 强 普通 二 分 
性 ,因此 又 得 
定理 14.7 (1) 具 有 普通 二 分 性 的 回复 系数 线性 系 拓扑 等 价 当 且 仅 当 它们 具有 相 
同 的 标准 型 ， 

(2) 具 有 普通 二 分 性 的 回复 系数 线性 系 一 共 只 有 二 (n+1)(n+2) 个 拓扑 等 价 
k. 

由 于 回复 函数 是 一 类 很 广 的 函数 ,诸如 周期 函数 、 拟 周期 函数 、 概 周期 函数 , 概 
自 守 函 数 都 是 回复 函数 的 特例 .因此 ,定理 14.7 已 在 很 大 程度 上 解决 了 具有 普通 
二 分 性 的 线性 系 的 拓扑 分 类 问题 . 
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线性 微分 方程 是 一 类 理论 已 比较 完善 的 方程 类 ,同时 也 是 惟一 一 类 解 空 间 是 
有 限 维 的 方程 类 . 如 果 一 个 非 线性 系 等 价 (或 拓扑 等 价 或 微分 等 价 ) 于 线性 方程 , 则 
表明 这 个 非 线性 系 的 性 质 与 线性 系 相同 或 相近 .所 以 研究 什么 样 的 方程 可 等 价 于 
线性 系 ,在 理论 与 应 用 上 都 有 重要 意义 . 因此 非 线 性 系 的 线性 化 问题 就 成 为 微分 方 
程 分 类 学 中 的 重要 内 容 . 

如 果 一 个 非 线性 系 拓扑 等 价 于 线性 系 , 则 称 该 系 可 拓扑 线性 化 . 如 果 一 个 非 线 
性 系 微分 等 价 于 线性 系 , 则 称 该 系 可 光滑 线性 化 . 在 本 章 先 研 究 拓扑 线性 化 ,下 一 
章 将 研究 光滑 线性 化 . 在 本 章 中 自治 系 的 拓扑 等 价 均 按 $ 6 意义 , 非 自治 系 的 拓扑 
等 价 均 按 $7 与 $8 的 意义 . 


$15 Hartman 线性 化 定理 和 Palmer 线性 化 定理 
15.1 全 局 线性 化 定理 


拓扑 线性 化 的 第 一 个 结果 是 由 Hartman 和 Grobman 在 20 世纪 60 年 代 初 各 
自 独立 完成 的 . 他 们 的 结果 都 是 以 局 部 线性 化 的 形式 给 出 的 ,但 不 难 叙 述 成 全 局 
线性 化 的 形式 . 
我 们 先 令 述 全 局 线性 化 的 结果 ,然后 再 叙述 局 部 线性 化 的 结果 .本 节 的 材料 取 
自 文 献 [13 一 17] . 
考虑 非 线性 系 
z = Ar + f(x) (15.1) 
z€R",A 是 n MHE, f: R"— R" 连续 . 
设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 .由 命题 4.3, 线 性 系 > = Ar 具有 指数 型 二 分 性 ， 
即 存在 常数 上 >0,a>0, 及 投影 方 阵 已 使 得 
| epPe |S kett- (>s) 
L(I- Pje |< esse" (¿< s) 
定理 15.1 设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 ,又 设 F(z) 满 足 
Ifa) <y, | flx) - f(z2)|<r|zi- zl 
若 4rk<a,(k,a 是 (15.2) 中 的 常数 ) 则 非 线 性 系 (15.1) 拓 扑 等 价 于 它 的 线性 部 
分 


(15.2) 
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z = Ar (15.3) 
BR 344 Hr) RR 
[H(z) - z|< 4&ua "1, |H-1(z) - z|< 4k"! 
1973 #E ,K. J. Palmer 将 Hartman 定理 推广 到 了 非 自治 系 . 
考虑 非 自治 非 线性 系 
x = A(t)z + f(t,z) (15.4) 
这 里 zER",A(t) 是 定义 在 R 上 的 连续 有 界 方 阵 , f: R x R"— R" 连续 . 
B r =A(z)z 具有 指数 型 二 分 性 , 即 > = A(z)z 的 解 方 阵 U(z) 满 足 


L UC)PU~ (s)| < ke7) (25) (15.5) 
LUGUA- P)U 1(s)|< ke? (¿< s) Í 
定理 15.2 Hr =A(t)z 具有 指数 型 二 分 性 ,又 设 F(t,zr) 满 足 
|fG,z)|< z 
(A,r) - fü ,z.)|< r| z -| (15.6) 
4kr <a (k,a 是 (15.5) 中 的 数 ) 
则 非 线 性 系 (15.4) 拓 扑 等 价 于 它们 线性 部 分 
x = A(t)= (15.7) 
且 等 价 函 数 Ht, r) MR 
[H(z,z) - z|< 4kyua! (15.8) 
车 记 日 "1(1,*)=G(t，*), 则 G(z,y) 也 满足 
|G(tz,y) - y|< 4kua™' (15.9) 


下 面 先 证 明定 理 15.2, 而 将 定理 15.1 作为 定理 15.2 的 一 个 特例 . 

定理 15.2 的 证 明 较 长 ,我们 将 它 分 解 成 若干 引 理 .用 U(z) 表 示 == A(z)z 
的 基本 解 方 阵 , 用 X(t, to,zo) 表 示 系 统 (15.4) 满 足 初 值 条 件 X(10) = Zo 的 解 , 用 
Y(z,to,yo) 表 示 (15.7) 满 足 初 值 条 件 Y (+o) = yo 的 解 (事实 上 Y(t,to,yo) = 
U(z)U !(zo)yo). 
引 理 15.1 对 任意 给 定 的 (r,E) ,系统 

Z = A(t)Z - fa ,X(t,r,68)) (15.10) 

有 惟一 有 界 解 h(z,(r,8)), 且 |h(i,(r,€)) | <2kpa '. 
证 明 ”对 任意 给 定 的 (+,&), 取 


ZG) =- | UPU), X(s,t,€))ds 
+ TUOU- PJU (0) XG rt) asan 
直接 微分 易 证 Zo(z) 是 (15.10) 的 一 个 解 .利用 条 件 (15.5) 与 (15.6) 易 得 
AG A + |” ke=et= pds v = 
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所 以 Zo(1) 是 (15.10) 的 一 个 有 界 解 . 
由 于 对 任意 给 定 的 (+,&), 系统 (15.10) 是 一 个 线性 非 齐 次 系统 ,而 线性 部 分 
Z =AG:)Z 由 于 具有 指数 型 二 分 性 ,所 以 除 零 解 外 ,没有 其 他 有 界 解 ( 见 命题 
4.2). 因 此 (15.10) 只 有 惟一 有 界 解 Zo(). 显 然 Zo(+) 与 (r,&) 相 关 . 所 以 将 Zol) 
记 为 h(z,(r,$)), 由 前 面 证 明 即 知 | h(t,(r,§))|<2kya 1. 
引 理 15.2 对 任意 给 定 的 (r+,&) ,系统 
Z = A()Z+f(t, Yi,r,€) + Z) (15.12) 
有 惟一 有 界 解 g(t,(r,8)), 且 |g(t,(r,€))|<2kya 1. 
该 引 理 是 下 一 节 引 理 16.2 的 一 种 特殊 情形 ,在 此 就 不 证 明了 .读者 可 以 参考 
引 理 16.2 的 证 明 . 
引 理 15.3 设 x(1) 是 系统 (15.4) 的 任意 一 个 解 , 则 系统 
Z = A(t)Z+ f(t,z=(t) + Z) — f(t ,z(t)) (15.13) 
有 惟一 有 界 解 Z=0. 
该 引 理 是 下 一 节 引 理 16.3 的 一 种 特殊 情况 .读者 可 参考 引 理 16.3 的 证 明 . 
现在 造 两 个 函数 
H(t,z) = x+h(t,(t,x)) 
G(t,y) = y+g(t,(t,y)) 
引 理 15.4 ”对 任意 给 定 的 (to,zo) ,HE(t,X(t,to,zo)) 是 线性 系 (15.7) 的 解 . 
证 明 由 于 (+,X(zt,r,é$)) 代 替 系 统 (15.10) 中 的 (rt,&), 系 统 (15.10) 不 变 . 所 以 
由 (15.10) 有 界 解 的 惟一 性 得 
h(t,(t,X(t,to,x0))) = h(t, (to, x0)) 
于 是 由 有 H(t,z) 的 定义 ( 见 (15.14)) 

H(t, X(t,to,x0)) = X(t,to,zo) + h(t,(to,zo)) 
微分 上 式 , 并 注意 X(t ,to,z0) ,h(t，,(to,z0)) 分 别 是 (15.4) 与 (15.10) 的 解 , 则 有 
[H(t, X(t,to,70))] =A(t)X(t,tozo) + f(t, X(t ,to,zo)) 

+ A(t)h(t,toro) — f(t,X(t,to, x0)) 
=A(t)H(t, X(t, to0, x0)) 
这 说 明 有 H(t,，X(z,to,zo)) 是 线性 系 (15.7) 的 解 . 
引 理 15.5 对 任意 给 定 的 (10,y0),G(t，Y(t,to,y0)) 是 (15.4) 的 解 . 
证 明 由 于 用 (+, Y(t,r,$)) 代 替 方 程 (15.12) 中 的 (+,é), 方 程 (15,12) 不 变 , 因 
此 由 (15.12) 有 界 解 的 惟一 性 得 
g(t,(tz,Y(z,to,yo))) = g(t,(to,yo)) 
由 G(t,y) 的 定义 ( 见 (15.14)) 有 
G(t,Y(t,to,yo)) = Y(t,to,yo) + g(t,(to,yo)) 


(15.14) 
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微分 上 式 ,并 注意 Y(t,to,yo),g(t,(to,yo)) 分 别 是 (15.7) 与 (15.12) 的 解 , 则 
[G(t,Y(zt,to,yo))] 
= A(z)Y(t,to,yo) + A(t)g(t,(tosyo)) 
+ f(t, Y(t,to,yo) + g(t,(to,yo))) 
= A(:)G(z,Y(z,to,yo)) + f(t,G(t,Y(t,to,yo))) 
这 说 明 G(z, Y(t,to,yo)) 是 系统 (15.4) 的 解 .证 毕 . 
引 理 15.6 ”对 任意 ER, yER", BA 
H(t,G(1,y)) = y 
证 明 设 y(z) 是 (15.7) 的 任 一 解 ,由 引 理 15.5 知 G(i,y(t)) 是 系统 (15.4) 的 解 ， 
又 由 引 理 15.4 知 H(t,G(z,y(z))) 又 是 (15.7) 的 一 个 解 .将 此 解 记 为 y) (2). 
记 J(t)=y(z) -yi(t). 微 分 之 ,得 
J) = A(t)y(z) -A(t)y(t) = A(D)JCD) 
这 说 明 J(z) 也 是 (15.7) 的 一 个 解 . 另 一 方面 
[701= ly) -x)| 
= | y(t) - H(z,G(z,y(t)))| 
<ly) - Gle,ya) la |G(z,y(z)) = H(z,G(z,y(t)))| 
H H 55 G 的 定义 ( 见 (15.14)) 及 引 理 15.1 与 引 理 15.2 有 
|y(2) - G(t,y(t))| = |g(z,(z,y(z))) |< 2kza "1 
|[G(z,y(z)) - H(z,G(t.y(t)))| 
= [h(z,(z,G(t,y(t)))|< 2kpa™! 
因此 ,1J(z)|<4hya ~! XRH J (t) FÈ x’=A(z)z 的 有 界 解 .但 x"=A(z)xz 除 
零 解 外 无 其 他 有 界 解 ( 见 命题 4.2) ,所 以 J(t)=0. 于 是 y) =y), 
H(t,G(t,y(t))) = y(1) 

由 于 y (4) 是 (15.7) 的 任意 解 ,于 是 对 任意 to € R. yo € R" 有 
H(t,G(t, Y(t, to,y0))) 三 Y(t,to,y0). 特 取 t=to 得 H(to,G(to,y0)) 三 yo. 
由 于 to, yo 是 任意 的 ,所 以 引 理 得 证 . 

引 理 15.7 对 任意 1€R,zE R" Ë ir 
G(t,H(t,x)) = x 

证 明 设 z(z) 是 (15.4) 的 任意 一 个 解 ,由 引 理 15.4 知 ,H(z,x(z)) 是 (15.7) 的 
一 个 解 ,又 由 引 理 15.5 知 ,G(t, 万 (i,z(t))) 又 是 (15.4) 的 一 个 解 .将 此 解 记 为 
x(t). 

WJUO)=x(t)- r(t), MZE 

J'(#)= A(z)z/(z) + f(z,zi(2)) — A(z)z(2) — flt, xlt)) 
= A(z)JGt) + ftat) + J(t)) — f(z ,z(t)) 
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这 说 明 J(t) 是 系统 (15.13) 的 一 个 解 . 
另 一 方面 ,由 H,G 的 定义 及 引 理 15.1, 引 理 15.2, 得 
11(2)1=|1G(, H(z,z(7))) - z=(t)| 
SIG(, H(t,z(t))) - H(z,z=(z))| + |H(z,z=(t)) - x(t)| 
4pra `! 
这 说 明 J(z) 是 系统 (15.13) 的 一 个 有 界 解 . 
但 由 引 理 15.3, 系统 (15.13) 只 有 惟一 有 界 解 Z() 二 0, 所 以 J(t) 三 0, 于 是 
x1(t) 夺 z(t). 所 以 


G(t,H(t,x(t))) = x(t) 

由 xz(z) 是 (15.4) 的 任意 解 ,所 以 对 任意 +:€ R,z€E R" 有 G(1,H(t ,z(t))) 二 x. 
证 毕 . 

我 们 利用 这 些 引 理 来 证 明定 理 15.2. 
定理 15.2 的 证 明 ”我 们 验证 (15.14) 式 定义 的 HC, zx) 就 是 系统 (15.4) 到 系统 
(15.7) 的 等 价 函 数 , 即 验 证 及 (: ,x ) 是 满足 定义 7.1 的 四 个 条 件 . 

验证 (| ) 由 引 理 15.6 与 引 理 15.7, 对 任意 固定 的 1,H(z,) 是 R"— R" 的 
双 射 . 另 一 方面 ,由 微分 方程 解 对 参数 的 连续 性 可 推 知 h(i, (t,x)),g(t,(1,y)) 
都 是 连续 的 .所 以 由 H,G 的 定义 可 推 知 ,对 固定 的 ¿, HC, EÈ R"—= R" 的 同 胚 ， 

验证 (ii ) 由 引 理 15.1, 及 万 的 定义 .有 

IHG:,z) — z| = |h(t,(z,z))|< 2kpa™! 

所 以 当 zx 一 co 时 ,及 (1 ,zx) 一 关于 1 是 一 致 的 . 

验证 ( 计 ) 由 引 理 15.2 及 G 的 定义 可 得 . 

验证 (jv) 由 引 理 15.4、 引 理 15.5 立 得 . 

定理 15.2 证 毕 . 

在 证 明定 理 15.1 之 前 , 先 说 明 自治 系 与 自治 线性 系 的 一 些 性 质 . 

考虑 自治 线性 系 = = Az, 设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 . 于 是 存在 非 退化 方 阵 


A 
Q 使 Q-1AQ= | ! N ES A, 的 特征 根 实 部 为 负 , A; 的 特征 根 实 部 为 正 . 
2 


W 


易 证 U(z)=Q oE z = A O 


t 
取 投影 方 阵 p=a[” ACRES 1, 是 - 阶 单位 阵 , 它 与 Ai 的 阶 数 相同 . 


于 是 有 
U(t)PU™ (s) 


-ol aderat Jera oae 
-al ja Q 0 QQ A: J9 
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z a| Ja (15.15) 
同 理 可 得 
0 
U(t) -PUT(s) = al aalas (15.16) 
所 以 存在 常数 上 >0,a>0, 使 
1U(D)PU-L()| 入 te as) 


LUGA - P)U s)| ke (t< s) 
3115.8 4È r,r, s € R EH 
U(t + r)PU-!(s + r) = U(t)PU (s) 
U(t + r)(I- P)U™(s +r) = U(t)(I - P)U™ (s) 
证 明 由 (15.15) 与 (15.16) 立 得 . 
考虑 自治 系 

x’ = f(x) (15.17) 
ZXER", 设 (15.17) 在 Rx R" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 ,用 X(t, to, zo) RR ERW 
足 初 值 条 件 X(to) = zo 的 解 . 
引 理 15.9 若 (15.17) 的 任 一 解 存在 区 间 避 为 ( - co ,+ co)， 则 对 任意 r,r,s€ R 
及 zERn" 恒 有 

X(t+r,s+r,z) = X(t,s,z) 


证 明 我 们 有 
XG6sz)= z+ [FX Cu,s,z))du 


因此 , XG + rs+ rz) = 工 + /CX(us+r,z))du 作 积分 变量 代 换 w= u 
+r WA 
X(t + r,s + ræ) = z+ f(XCu + r,s + r,z))da) 
记 g(z)=X(t+r,s+r,z), 则 上 式 改 写 为 
P0) = z+ [Kolu )du 

从 而 g(1)= f(g(z)), 这 说 明 gp(z) 仍 是 (15.17) 的 解 .由 于 p(s)=z,X(s,s,z) 
=z, 故 从 解 的 惟一 性 知 plt) = X(z,s,z). 证 毕 . 

下 面 我 们 利用 定理 15.2 来 证 明定 理 15.1. 
定理 15.1 的 证 明 ”事实 上 我 们 只 要 证 明定 理 15.2 中 的 等 价 函数 H, r) EE 
15.1 的 条 件 下 与 t 无 关 即 可 . 

由 引 理 15.1 的 证 明 过 程 可 知 
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hs2) =- |!  UCOPU (fO ,X(s.r,z))ds 


+ TUDU - PU 1) f(s,X(s,r,z))ds 
在 定理 15.1 rh, f t: 无关, 因此 上 式 可 写 为 
ADz)) =- UC PU XG, t,2))ds 


+ UU PU XG ,2) ds 


注意 到 系统 (15.1) 的 任 一 解 存在 区 间 箔 为 ( - co, + co ) 因 此 可 在 上 式 的 积分 中 作 
变量 变换 ;= 1+ +, 由 引 理 15.8 与 引 理 15.9 得 


h(t,(£,z)) =- [Ü Up + t)f(X(s1 t tt 7)) ds 
+ uwa - P)U- (s +t) AX Csi + tit 2) ds 
s- f’ UO)PUAS) AXGs0,2) ds 


+ [TUOU = P)U GO X00) ds 


这 说 明 h(t,(t,z)) 与 t 无 关 . 所 以 可 记 为 h(x). 由 (15.14) 得 H(t,x)=z+ 
hh(z). 所 以 H(t,z) 与 无关, 可 记 为 H(zx). 定 理 15.1 证 毕 . 


15.2 局 部 线性 化 定理 


我 们 注意 到 ,在 定理 15.1 中 要 求 /(z) 有 界 .在 定理 15.2 中 要 求 f/(1 ,zx) 有 
界 .如 果 去 掉 这 两 个 条 件 ,我 们 只 能 得 到 局 部 线性 化 的 结论 . 具体 说 ,我 们 有 
定理 15.3 在 系统 (15.1) 中 , 设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 , 又 设 F(0) = 0， 
| Flr) =- f(za)|<r|zi- za| ,8mse. 则 (15.1) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 它 
的 线性 部 分 = = Az( 指 定义 6.3 ELF). 
定理 15.4 在 系统 (15.4) 中 , 设 r = Ar 具有 指数 型 二 分 性 ,又 设 F(t,0)= 0， 
[fGt,z4)- f(e,z2)|<r|zi- zl ,8kr 二 a, 则 (15.4) 在 原点 领域 局 部 拓扑 等 价 
于 它 的 线性 部 分 x“ 二 A(1)z( 按 定义 8.2 HRL). 

下 面 我 们 分 别 用 定理 15.1 与 定理 15.2 来 证 明定 理 15.3 与 定理 15.4. 先 证 
引 理 15.10 设 f(t,xz)EC(RxXR",R") 满 足 /(1,0)=0, 
| (zszi)-f(z,z2)|<r|zi-zz|, 则 存在 函数 下 (1,z)EC(R x R",R") 满 足 

(1) 当 |z|<1NH,F(t,z)= f(t,7); 
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(i ) *F—⁄ t€ R,z=€ R",|F(z,z)|<r; 
(ü ) H € R,zi,z2€ R",|F(z,zi) - F(z,z=x)|<2r|zíi-z>| 


证 明 令 
f(t,7) |zl<1 
F(t,z) -| (15.18) 


sfer) lzl>1 
显然 ,F(t,z)EC(R X R",R"). 下 面 我 们 来 验证 引 理 的 结论 (i),( ü), 
(ü). 
验证 (| ) 由 F(z,x) 的 定义 立 得 . 
验证 (ii ) 当 |z1s1 时 ,对 一 切 上 有 
|AF(t,z)l= |fGz,z)- fr ,0)|< +|z|< + 
所 以 ap p Olr. AA h F(t, z) EXA 


sup |FU,æ)| sup [|fG,z)|<r 
ZER" ER 1z1<leeR 


WEG) 分 三 种 情况 讨论 . 
情况 1 |zi|,|zz|<1, 则 

|F(2,z0) -F(t,z2)|=| f(z0) -f(z2)| r| z1- zl 
情况 2 |zi|<1<|zz|. 则 


[F(z,zi)- F(t,zə2)| = fi,71) -ET 


-2l 
Z2| | 
< - = i | 
<r|zi-z:|+ r|z> TT 
1 £ 
但 z= (1 ) lalla -1<l22l - |zi|<l22- 21]. 


Tı d T2 ; -Xl Š 
W8s 1<leil< ll 
TTT- 则 由 情况 2, 可 得 | P(t,y1) -F(z,y2) |<27 |y1 一 yz| .而 另 一 方面 


Pls) = G.) = /ET)= Fea) 


T2 


F(t,y2) = sler 到 )- sle a= F(t, x2) 
FUA | F(t, z1) - F(z,z2)| <2r |yi — y> | =2r Tai =(2r/|z|) 
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.| zi- zz| 入 2r| z1- zz| .证 毕 . 
定理 15.3 的 证 明 ”定义 函数 


fe) 1zl 和 1 
Blaye e lzl>1 
并 考虑 系统 
x = Ar + F(z) (15.19) 


由 引 理 15.10 知 系统 (15.19) 满 足 定理 15.1 的 全 部 条 件 ,所 以 存在 R"— R" 的 同 
胚 妃 , 它 将 (15.19) 的 解 映 为 线性 系 > = Az 的 解 . 

由 于 /(0)=0, 所 以 z=0 是 (15.19) 的 解 .于 是 H(0)Jë x = Ar 的 解 . 现 取 
Hi(z=)=H(=)- H(0).M] Hi(z) 满 足 (i ) Hi 仍 是 R"— R" 的 同 胚 ;( ü ) H, 仍 
是 将 (15.19) 的 解 映 为 r = Az K; Ci) H, (0) =0. 

因此 ,Hi 仍 (15.19) 到 z = Ar 的 等 价 函 数 . 记 So= larll el <1}. LE So 
ERM H, 下 的 像 为 U , WJ U 也 是 原点 的 邻 域 . 取 /= H| So, 并 注意 在 So 中 
F(z)= f(z). 则 容易 看 出 x = A(1)z+ f(z) 在 原点 领域 与 x' = Ar 局 部 拓扑 等 
价 , 且 等 价 函 数 为 4. 证 毕 . 
定理 15.4 的 证 明 ”如 同 (15.18) 式 来 定义 函数 下 (1 ,x), 并 考虑 系统 

x = A(t)z + F(t,z) (15.20) 
由 引 理 15.10 知 系统 (15.20) 满 足 定理 15.2 的 全 部 条 件 . 从 而 (15.20) 拓 扑 等 价 于 
RER = = A(t)z. 设 等 价 函数 H(1,zx). 由 下 一 节 的 定理 16.2 可 知 了 (it,z) 有 
如 下 性 质 : 当 | zi- zz| <18,|H(:,zi) - H(:,z2)|S< p| zi- zz|9 (p,q 是 两 
个 正常 数 ) . 

由 于 f(t,0)=0, 所 以 x=0 是 (15.20) 的 解 .从 而 昌 H(1,0) 是 zx =A(z)z 的 
解 .由 命题 7.5 知 H(t,0) 有 界 . 取 Hi(t,z)= H(t,x) -日 (1,0), 容 易 验 证 
Hi(t,z) 仍 是 系统 (15.20) 到 >“ = A(z)z 的 等 价 函数 ,同时 当 | r- zz| <1 时 ,有 

[HiGt,zi) - Hi(t,22)| = |H, x1) — H(t,z2)| 
< p| zı- zr) 

另 一 方面 显然 有 Hi(t,0) = 0. 所 以 当 |z|<1 时 ,|Hi(zt,z)|<plzj?. 于 
是 x0 时 ,Hi(t,z)>0 关 于 + 是 一 致 的 . 

记 So= {zilzl<1i, 又 取 h(t,z)=H(t,zx)|So, 并 注意 在 So H F(t, 1) 
= 了 (zt,z), 则 容易 看 出 

zx’ = A(t)z + f(t,z) 
在 原点 邻 域 与 zx“= A(z)z 局 部 拓扑 等 价 ,等 价 函数 即 为 (t,x). 证 毕 . 


15.3 关于 等 价 函数 的 惟一 性 
一 个 自然 的 问题 是 定理 15.1 与 定理 15.2 中 的 等 价 函数 H(z) 或 H(: ,x) 是 
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否 惟一 ?这 个 问题 的 答案 在 一 定 意义 下 是 肯定 的 . 
定理 15.5 在 定理 15.1 的 条 件 下 . 若 HI(z) 是 系统 (15.1) 到 系统 (15.3) 的 等 价 
通 数 , 且 | Hi(z)-z| 有 界 ,那么 Hi(z) 三 H(z) (H(z) 即 是 定理 15.1 证 明 中 构 
造 的 那个 函数 ). 

这 个 定理 是 下 面 定理 的 一 个 特例 . 
定理 15.6 在 定理 15.2 的 条 件 下 , 若 Hi(1,z) 是 系统 (15.4) 到 系统 (15.7) 的 等 
价 函 数 , 且 | Hi(t,z) 一 工 | 有 界 , 那 么 H(t, z)=H(t,2) (H(t,x) 即 是 定理 
15.2 证 明 中 构造 的 那个 函数 ). 
证 明 由 于 Hi(+,x) 是 系统 (15.4) 到 系统 (15.7) 的 等 价 函数 ,所 以 Hi(t ,X(t， 
Tt,§)) 是 系统 (15.7) 的 解 (X(t ,rt,é) 含 义 如 前 ). 令 

Z(t) = Hi(t,X(L,r,é)) — XG(z ,r,€) (15.21) 
微分 之 ,有 
Z(t)= A(OH (t, X(t,r,€)) — [AG)XG(2,r,8) + fa , X(t,r,é))] 
= A(t)Z(t) - f(t,X(t,r,£)) 

所 以 Z(z) 是 系统 (15.10) 的 解 .由 于 | Hi(:,z)-xz| 有 界 ,所 以 |Z(1)| 有 界 , 即 
Z(z) 是 (15.10) 的 一 个 有 界 解 .由 引 理 15.1, 系统 (15.10) 只 有 惟一 有 界 解 h(z， 
(7,§)), 所 以 Z(1)=h(,(r,€)). 

由 (15.21) 有 Hi(t,X(t,r,8))= X(t,r,€)+h(i,(r,é)). 取 t= 得 
Hi(r,§)=&+h(r,(r,é)). 比 较 (15.14) 即 知 Hi(t,x) 三 H(t,x). 证 毕 . 
È 若 不 假设 | Hi(:,z) -zx| 有 和 界 , 则 不 能 肯定 用 (zt,z) 三 如 (zz). 这 时 等 价 函 
数 是 否 惟一 , 尚 属 未 知 . 


15.4 等 价 函数 的 周期 性 与 概 周 期 性 


从 定理 15.1 与 定理 15.2 中 可 以 看 出 ,自治 系 线性 化 时 ,等 价 函 数 与 : 无 关 ， 
而 非 自治 系 线性 化 时 ,等 价 函数 与 ! 相关 . 因此 自然 提出 这 样 的 问题 : 当 非 自治 系 
是 周期 系 时 ,等 价 函数 H(1,z) 关 于 : 是 否 也 具有 同一 周期 ? 当 非 自治 系 是 概 周 
期 系 时 ,等 价 函数 H(: ,zx) 关 于 t 是 否 也 是 概 周 期 的 ? 这 个 问题 的 答案 是 肯定 的 . 

先 证 明 若干 引 理 . 考虑 周期 系 

x = g(t,z) (15.22) 
Ë g(r+o,z)=g(t,z),B(15.22)# Rx R" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 .用 X(t, 
to,zo) 表 示 (15.22) 满 足 初 值 条 件 X(zo) = zo 的 解 . 
引 理 15.11 对 任意 (s€ R,z€ R" 有 
X(t+w,s+w,r) = X(t,s,x) 
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证 明 我 们 有 
X(t,s,z)= x + [pCr,X(r,s,z))ar 


所 以 
X(t+to,s+o,z) = z + 全 Cr,XCrs +w,x))dt 
在 积分 中 作 变量 替换 r= rt+ w, 则 
X(t+w,s+w,r)= x + [p(X +w,s +w,x))drı (15.23) 


记 XCt+w's+w'r)=F(t),(15.23) 表 明 F(t) 也 是 (15.22) 的 解 . 

由 于 F(s)=z,X(s,s,z)= 工 .从 解 的 惟一 性 立 得 XCt+w,s+w,z)= 
X(t,s,z). 证 毕 ， 
引 理 15.12 设 线性 周期 系 =A(t)z (A(t+w)=A(t)) 具 有 指数 型 二 分 性 ， 
即 xz'=A(1)z 的 基本 方 阵 U(t) 满 足 

1U(D)PU-Ls)| 和 如 G> 5) 
LUGI - P)U-1(s)|< ke9 (ts) 
则 对 任意 t,sER 
U(t + w)PU™!(s + w) = U(CD)PU-ICs) 
证 明 设 U(t) 是 x =A(zt)z 的 基本 解 方 阵 , 则 容易 验证 U (2 + w) 也 是 zx = 
A(z)z 的 基本 解 方 阵 , 所 以 存在 非 退 化 方 阵 C 使 U(1:+w)=U(t)C. 取 B= 
二 mnC, 又 取 L(D= UG) E, LC +w) U+ w)e BE UCTC 
'e B= 上 L(+). 类 似 地 可 证 -1(1+w)=L-1(z), 于 是 由 引 理 15.8 有 
U(t + w)PU !(s + o) 
= L(t + w)e PO pe BL -1(ç + w) 

L(t)eBpe-BL-1(s) 
U(t)PU`!(s) 

另 一 式 的 证 明 是 类 似 的 . 
定理 15.7 在 系统 (15.4) 中 , 设 A(t) 与 f(1,z) 关 于 1 均 具 有 周期 w, 则 定理 
15.2 中 的 等 价 函 数 H(:,z)X T t 也 具有 周期 ww. 
证 明 由 H(z,z) 的 结构 ( 见 (15.14)) 及 引 理 15.1 知 

H(t,z)= xr +h(t,z) 


lI 


= x- UCGOPU GOO, XG .r z))ds 


+ 全 und - P)U-1(s)f(s,X(s,t,z)ds 
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于 是 由 引 理 15.11 与 引 理 15.12 及 fO, RF + 的 周期 性 有 
HU + wz) =æ -| UG + w) PU) 


/ss X(s,t + wa))ds + | UG + wU = P) 
* U (s)f(s,X(s,t + w,x))ds 
Uh s= s+e)=z-[ Ul + e)PU (a + w) 
*flsito,X(si to,t + w,r))ds 
t [TUG + DA- PU + o) 
* fs to,X(si + w,t +w,x))dsı 


=z -| UPUTA X(t r) da 


+ [TUWA PU FG Xt 2) ds 


=H(t,z) 
证 毕 . 对 于 概 周期 情况 ,也 有 类 似 结论 . 
定理 15.8 在 系统 (15.4) 中 , 设 A(1) 与 f(1,z) 是 关于 4 为 概 周期 的 , 则 定理 
15.2 中 的 等 价 函 数 H(t, e) XF t 也 是 概 周 期 的 . 
这 个 定理 的 证 明 较 长 . 这 里 就 不 证 明了 . 


$16 Hartman-Grobman 线性 化 定理 
与 Palman 线性 化 定理 的 改进 


16.1 非 线性 项 有 界 情形 


本 节 我 们 将 Hartman-Grobman 线性 化 定理 与 Palman 线性 化 定理 的 条 件 适 当 
放宽 ,而 将 这 两 个 定理 的 结论 进一步 加 强 . 
本 段 的 材料 主要 取 自 文献 [13,18] . 
考虑 自治 系 
zi = Axı + f(zi,z2) 
pi IBe (16.1) 
TI1E R",z,€ R™ ,A 是 n 阶 方 阵 ,B 是 m 阶 方 阵 . 
定理 16.1 设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 ( 即 (15.2) 式 成 立 ) 又 设 对 任意 zx1, z, € 
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Rn zz ER”", 有 


HERRIETA 
[f(zi,z2) -frr ra )|< rile- z |+ |z- azl] (16.2) 
4rk <a (k, a 是 (15.2) 中 的 数 ) 
那么 ,系统 (16.1) 强 拓扑 等 价 于 它 的 线性 部 分 
他 SE (16.3) 
z” = Brz 


Tı 


aqa H) [== [ ) 


IH(z)- zx|<4kya! 


16.4) 
l as u ( 
2 š|z-z|<1 4 


T2 


[H(z)- H(z”)|< plx- x|? } 
16.5 
IH-1(z) HAE ple- rl neS) 
这 里 p>0,q>0 是 常数 . 
下 面 再 考虑 非 自 治 系 
Zz = A(t)zrit f(t,zi,zo) 
E = B(z)z> (16:6) 


这 里 Zz1€ R" ,zx2€ R",A(t),B(t) 分 别 是 n 阶 ,m 阶 方 阵 ,定义 在 R 上 连续 有 
界 . 
定理 16.2 设 z1=A(t)zi 具有 指数 型 二 分 性 ( 即 满足 (15.5) 式 ), 又 设 对 任意 
ZER" T2722E R",tER 有 
Ifli,zri,z)|< # 
|fGt,ziz2) - f(t,z”,z2)|< rile- il+ le- aal] 
4rk Sa 
那么 ,系统 (16.6) 强 拓扑 等 价 于 它 的 线性 部 分 
ia = A(t)zı 


z” = B(t)z> 


Jas.» 


(16.8) 


REMAK HG 2)|2= (7) 


1° [HG(:,z=)— z=|<4ka "1 (16.9) 
2 |r- |<1 时 ,对 一 切 : 有 
IH(z,=) — H(t,z=”)|< plz- z| (16.10) 
p>0,q>0 是 常数 、 
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i H 1(r,:)=G(t,:),8 G URR 1,2. 
注 在 定理 16.1 与 定理 16.2 中 对 日 及 B(t) 这 两 个 矩阵 没有 任何 要 求 , 因 此 允许 
系统 (16.1) 与 系统 (16.6) 的 线性 部 分 处 于 临界 状态 . 

我 们 先 证 明定 理 16.2, 而 将 定理 16.1 作为 定理 16.2 的 一 个 特例 . 为 了 证 明 
定理 16.2, 先 证 若干 引 理 . 


用 UUB zy = A(0)z1 的 基本 解 方 阵 , 用 | X (人 人 22388 


Xa(t,to,zioyz20) 


asoman (Ete = [zas mV em 


Xalto) x% 
(6.8) 清 足 初 人 条 件 { yi )= 人 25) 的 解 .以 下 各 引 理 均 假设 满足 定理 16.2 
的 条 件 ， 


引 理 16.1 对 任意 给 定 的 (tr,,7) ,系统 
Z = AG)Z- f, X ilt, ,7), X(t, t, 5,7)) (16.11) 


AM-ARH h, CE ALAC g p <. 
证 明 ”对 任意 给 定 的 (+,&,7) 取 
Z) == UP Xs r, t), once 


+[ uoa = PXU) fls, Xilssr,¥,1),X2ls, t, ¢,7))ds 
直接 微分 上 式 易 证 Zo(z) 是 (16.11) 的 一 个 解 . 利用 条 件 (15.5),(16.7) 可 得 
[Z< I + phee Dds = Ziya 


所 以 Zo(1) 是 (16.11) 的 一 个 有 界 解 . 

由 于 对 给 定 的 (rt,5,7) ,系统 (16.11) 是 一 个 线性 非 齐 次 系统 . 线性 部 分 Z = 
A(z)2 由 于 具有 指数 型 二 分 性 ,所 以 除 零 解 以 外 没有 其 他 有 界 解 . 因此 (16.11) 
的 有 界 解 是 惟一 的 . 这 个 有 界 解 自然 与 (r,5,3) 有 关 , 因 此 可 记 为 六 (t,(r,5， 
1)). 从 上 述 证 明显 见 , 对 任意 给 定 的 (r,5,3) 恒 有 |A(z,(r,5,7))|<2kuu- 证 
毕 . 

引 理 16.2 对 任意 给 定 的 (r,5，7) ,系统 

Z = A(t)Z + Af, Y(t, rb, 7) +Z, Y(t,t,%,7)) (16.12) 
有 惟一 有 界 解 g(t,(r,5,7)), 且 |g(t C, t, g) <2kpa 1, 
证 明 对 于 定义 在 R 上 上 且 模 不 超过 2&pa-! 的 有 界 连续 函数 Z(1), 用 下 式 定义 映 
射 T 

TZ) =| OL (s, Yi(s,r,C,0) + Zo), 
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Y2(s,r,5,7))ds 
- [TUOU - PUH), Ys r,t) + Z6), 


Ya2(s,r,5,7))ds 
利用 条 件 (15.5),(16.7) 易 得 | TZ(:)| <2kua !. 所 以 全 是 半径 为 2kpa ! 的 球 的 
自 映射 . 
SIZI =sup| Z(z)| ,H#48F(5.5),(16.7)48 


|[TZ1(t) - TZE) |< [° ketr] Zis) - ZX(s) | ds 
+ 2865, |Z4(s) -= Z,(s)| ds 
<I Zi- 21 + 2kra™ <4 |Z, -21 
于 是 在 半径 为 2hpa“! 的 球 内 映射 了 有 惟一 的 不 动 点 Zo(z), 即 Zo(1) 满 中 
Zale) = UG) PU fs, YG rs bn) + Zols), 
Ya(s,r, ,7))ds 
- [TUOU - PUTOA, Yus r, bn) + Zol), 


Ya2(s,r, ,7))ds 
直接 微分 上 式 即 知 Zo(t) 是 (16.12) 的 一 个 解 ,由 于 | Zo(1)|<<2kpya 1, 所 以 Zo(z) 
是 (16.12) 的 一 个 有 界 解 . 下 证 有 界 解 是 惟一 的 . 设 Zi(z) 是 (16.12) 的 另 一 个 有 
界 解 . 于 是 Zi(z) 可 表 为 


ZG) =U) UO) zo + UO UF, Ys br 
+Z(s),Yx(s,r,t,70))ds 
UUO + UP + C- P)JUH) C )ds 


=U(OU-(0)zo + Í UPU) fas 
- f’ UPU) fas 
+ [TUDU -PUO fas 


- [TUDU PU 
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其 中 /(…) 与 该 等 式 的 第 一 式 中 的 了 相同. a+” U(D)PU-I(s)7(C…)ds = 
vo OF UOUS as, | UO PU 


< 
人 ee pas = Ë gi“ UG0)P UAC5)/(…)ds 收 全 ,将 此 值 记 为 z1, 于 


EP UCGOPU-1() Cs = UC UA0)zi. 关 似 地 可 得 | UOU - P) 
U5)/(…)ds = Ul) U1(0)z2. 于 是 
Z(t) = U(t)U-1(0)(zo + zı + z2) 


+ UPUAS Fs Ylse) 
+Z((s),Y;)(s,r,t€,n))ds 
- [TUWA PU G, YG, r, z, 0) 
+ Zils), Ya(s,r, 5, 7))ds 
上 式 左 端 有 界 , 右 端 第 二 、 三 项 也 有 界 界 为 鱼 ,因此 U()U-1(O)(zo + z1 + 


Z2) 必 须 有 界 . 注意 到 U(t)U-!(0)(zo+ zi+zz) 是 Z = A(t)Z 的 一 个 解 ,而 该 
系统 除 零 解 外 无 其 他 有 界 解 ,因此 U(z)U-!(0)(zo+ zi+ zz)=0. 从 而 


20 =Í UPU, Ys bn) + Z0), 
Yx(s,r,t,n))ds 
- [TUOU PU Ylse tp + Z0), 


Yals,t,%,9))ds 
将 上 式 与 Zo(z) 表 达 式 相 减 ,利用 条 件 (15.5),(16.7) 得 


|2G)- Zo) < lUGOPU (3 7) a) - Zos) | ds 
+f T luwa PU) 
-r| Zils) - Zo(s)| ds 
<12 -Zl <4lz -zl 


FÆ, | Zi- Zo |< I Zi- Zo | ,从 而 Zi(z) 二 Zu(z). 这 说 明 (16.12) 的 有 界 解 
是 惟一 的 . 这 个 解 自然 与 (r,,7) 有 关 , 因 此 可 记 为 g(:,(+,5,7)), 从 上 述 证 明 
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BRE lelg pD) SR .证 毕 . 
zile) 


x(t) 
Z = A(.)Z + f(t, x(t) + Z,xa(t))- f(t,zi(z),z>(t)) (16.13) 


有 惟一 有 界 解 Z=0. 
证 明 显然 Z=0 是 系统 (16.13) 的 一 个 有 界 解 . 现 证 有 界 解 的 惟一 性 . 设 Zi(z) 
是 (16.13) 的 另 一 个 有 界 解 , 则 
Zile) = U) UNDO + UD Urs) 
+ Z((s),z,(s))—- f(s,zi(s),z.(s))]ds 
类 似 于 引 理 16.2 的 推理 可 得 
Ze) = UOP UOLC) + Z1(s), x2(s)) 


引 理 16.3 设 Jesas onesna 


-f(ssz(s),za(s)))a s = [UU - P)U™) 
.[f(s,zi(s) + Zi(s),z2(s)) 
-= f(s,zi(s),z>(s))]ds 
由 (15.5) 及 (16.7) 易 得 
124(o|<| TUPU) lz) a 


+ ou- PPU 1G)1r|2G)|ds 
< zl < zl 
从 而 | Zi | < I 2, ! , 即 得 Z4(4)=0. 证 毕 . 

现在 引进 两 个 函数 
oaa zí + h(t,(t,r1, 72)) 

Hy(t,zuz2)] | 
e) 
G2(t,y1,y2) 

引 理 16.4 对 任意 给 定 的 (10,z10, 20) 

a arsa dn 
| 


是 系统 (16.8) 的 解 . 


T2 


(16.14) 


y L. PERI 
32 
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证 明 FAX, 9), Xa(t,r,£, 0) RERE.) PHC, E, g), 
系统 (16.11) 不 变 ,所 以 由 系统 (16.11) 有 界 解 的 惟一 性 ,我们 有 


h(t,(t, Xi(t, to, Ti0,T20), Xa(t, to, ri0, 720))) 
=h(t,(to, ri0,T20)) 
于 是 
Hi(t, Xi(t,to, 210,22), Xa(t,t0, zi0,z20)) 
=Xi(t,to, TI0, X20) + h(t,(to, ri0,T20)) 
将 上 式 左 端 记 为 Hi(z) ,微分 上 式 得 
H' (2) =A( X(t, to, Ti0, zao) + f(s X(t,t0, zi0, x20), 


X;(t,to,zio,zx))+ A(t)h(t,(t,to,ziz2)) 


= f(t,Xi(t, to, Ti0, 720), X(t, to, x10, zo) ) 
=A(t)H, (t) 


用 V (z) z”, = B(z)za 的 基本 解 方 阵 , 则 有 


Ha(t, Xi(t, to, zi0, 720), X2(t, to, Ti0, 20)) 
= Xa(t, to, 210,22) 


= V(z)V !(to)z> 
将 上 式 左 端 记 为 H,(t) ,微分 上 式 得 


H't) = B(t) V(t)V I(t0) zy = B(1)H,(1) 
Hi(t) 

因此 是 系统 (16.8) 的 解 . 证 毕 . 
H(t) 

引 理 16.5 ”对 任意 给 定 的 (to,yio,y20) 


| ，Y1(t,t0,y10,3y20)，Yz(t,to,yioyy20) ) 
G2(t, Yi(t, tos yi0, y20), Ya2(t,to,yio,y20) ) 
是 系统 (16.6) 的 解 . 


证 明 
G>;(t,Y (t,to,yi,y2), Yo(t,to,yi6o,y26)) 
= Y.(t,to,yi0 20) 
= V(t)V l(to)yx 
将 上 式 左 端 记 为 G,(:) ,微分 上 式 得 


G'2(t) = B(t) V(t) V! (to) y% = B(z)G;(t) 


23—Jü,-FJ1(:,Yi(s,r,e,0), Yaz(t,r,6,3)) 代 替 系统 (16.12) 中 的 (re， 
7) ,系统 (16.12) 不 变 . 因此 由 (16.12) 的 有 界 解 惟一 性 有 
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g(t,(t,Yi(t,t0,y10,y20)，Y2(t,to,yl0,y20) ) ) 
8(t,(to,ylo,y20) ) 
于 是 
Gi(t, Yi(t,to,y10, 720), Y2(t, to, y10, 720)) 
= Yi(t,to,yl0,y20) + g(t, (to,y10,20)) 
将 上 式 左 端 记 为 G1(+) ,微分 上 式 得 
G1(t) =A(z)Yi(t,to,yiy2) + A(t)g (t,to,y10,y20)) 
+ f(t, Yi(t,to,y10,y20) + g(t, (to,y10,y20)), 
Y2(t,t0,y10,y20)) 
=A(t)G(t) + f(t,G1(t),G2(1)) 
因此 ， 25 是 系统 (16.67 的 人 证 毕 . 
G2(t) 
引 理 16.6 对 任意 yiIE R",y2€ R"”,t€ R EA 
6 5: [>] 


H>(t,Gi(t,yi,y2),G2(t,yi,y2)) 352 


证 明 设 2] 是 系统 (16.8) 的 任意 一个 解 由 引 理 16.5 
2 
PARIGO 
Galt, y(t), y2a(t)) 


是 系统 (16.6) 的 一 个 解 . 又 由 引 理 16.4 
s th a] 
H>(t,G.(t,yi(z),y>(t)),G;(t,yi(tz),yz(t))) 


又 是 系统 (16.8) 的 一 个 解 . 将 此 解 记 为 aa HF 
2 


H>(t,Gi(t,yi(z),y2(t)),G>(t,yi(t),yz(t))) 
= G.x(t,yi(t),y2(t))= yz(t) 
PA 52 (+)= y(t). 
记 J(t)=y1(z) 一 y1(t), 微 分 之 ,得 
V= 51(t) — y (t) 
= A(2)31(t) -A(t)y(t) = A(z)J(t) 
所 以 J(t) 是 Z =A(:)Z 的 一 个 解 . 由 (16.14) 式 及 引 理 16.1 及 引 理 16.2 有 
IJO = |Hi(z,Gi1(#,y1(2),y2(2)), Gz(25341(2) ,32(2)))- yie) 
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< |H,(:,G (t,yi(z),y2(z)),G;(t,yi(tz),y2(z))) 
=- G(t,yi(t),y2(z))|+ |Gi(t,si(z),y2(z))— yi(z)| 


<Ë + he = Akpa! 
所 以 J(i) 是 Z =A(z)Z 的 有 界 解 ,从 而 J(z) 三 0, 即 3(t)=yi(z). 于 是 
tt ee É EA 
H(t,Gi(t,yi(t),y2(t)),G>(t,yi(z),yz2(z)))] lya) 
由 于 (是 (16.8) 的 任意 解 ,所 以 引 理 结论 成 立 
2 
引 理 16.7 对 任意 给 定 的 ER, ER", 1ER" AA 
5 a E ú 国 
Ga(t,Hi(t,z1, x2), Ha(t,z1,72))) ` 


T2 
xlt) 


mm afe 


Jea omen-re nam 16.4 Sl 
H,(t,zi(t),z>(t)) 
|] 
是 系统 (16.8) 的 一 个 解 . 由 引 理 16.5 
Gı(t, Hi(t,zi(t)，zz(t))， Hz(t,zi(t)，zz(t))) 
[| 
xz (t) 
T(t) 


又 是 (16.6) 的 一 个 解 . asin | 
JG)=z(O- zi(t) ,微分 之 得 
T(t)= Z(t) - z(t) 
= AlE lE) + f(z,mi(z),z>(z))- Alal) - f(t,z1(2),z2(0)) 
= AWJ) + f(t,z(z) + 1(2),z2(2))— f(t,zi(tz),z>(t)) 
与 引 理 16.6 类 似 可 证 |](z)|<4kya 1, 所 以 (1) 是 系统 (16.13) 的 一 个 有 界 解 . 
但 由 引 理 16.3, 系 统 (16.3) 仅 有 惟一 有 界 解 Z 二 0, 所 以 (1) 二 0. 因此 Z,(:)= 
x(t). 从 而 
人 x(t) 
s A 5 te | 


由于 | ) | 是 GH6.G@7 的 任意 角 ,所 外 再 结论 了 
2 


引 理 16.8 记 supl A(z)| + supl B(z)| =M. 则 


| arzoo. E 
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|Xi(z,to,ziz2) — Xi(t, to, x10 z% ) | 
+ | X2(t,toyzioyz20) — X2 (t, tost rz207)| 


<[|=zo- zw |+ |z% - zaw | Jeto l'l 


| Yit, tos y0 y2) — Yi(t, to yw yw) | 
< [yw = yw Ml] 
| Yalt, tos yi0» y2) — Y2(t, tos yw ,yao )| 
< ys — yx leMl ol 
该 引 理 的 证 明 是 平凡 的 ,从 略 . 
$ 引 理 16.8 中 的 M 与 (15.5) 中 的 a 显然 有 以 下 关系 
a< AM (16.15) 


A [z 网 [>] Hna enj 
和 


现在 记 


Gi(t,y) 
Gly) = =. 
引 理 16.9 存在 常数 p>0,g>0, 使 当 |z -zx'|<1 时 有 
[H(z,=)-H(z,=-)|<p|=z- x |1 

证 明 由 引 理 16.1 知 


hep) =- [| UCGOPU GOO XI(s r, 8.9, 


X.(s,r,e,0))as + | UC - PJU) 


“f(s,Xi(s,t,€,7), Xs,t,€,7))ds 
于 是 


h(t,(2,€,7))— h(t,(t,€’,7)) 
=- f! UPUTE, X iG 8, 0), Xa(s ut,€,7)) 
= f(s Xi(sst,€,7), Xa(s,t,& 7 ))]ds 
+ [TUDU -DUOL X,t, g), Xs,t,8,7)) 
= f(s Xils,t,& 37), Xa(s,t,€ Y ))]ds 


E2 r+ D 


Bole- € |+|7-yl|<1,X 
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将 D. L, 分 别 拆 成 两 块 

fy = + 2 +e 
由 (15.5),(16.7) 得 š 

Iml<f we G°. 2pds 
= Ae- e+ lg- yl] 

| Izl <| keo + 2 ds 
= [le elly- yl 
由 引 理 16.8 及 (15.5),(16.7) 式 得 
li| <| geenr [Xs 05€, m) = Xile] 

+ | Xa(s,t,€,7) — Xa(s,t,8,7)| Jas 

<fi reor e-e ltlg- ye Mg 


= elt |q- g | Jeo] p 
k , PFET 
<ar A 
| Dis Aeror[ |X(s,r,€,9) — Xi(s,t,€’,7)| 
+ ||X,(s,r,ë,?) — X,(s,r,£,0)|]ds 
+. 
<Í ke Hr- elt l- g l eM ds 
Sar Talle- l+ lg- yl lettet j 


<me- Ellr- 7 | J 
于 是 
IAGz,Gs,8,0))- h(t, (2,€,7))] 
<lIul+t [lzl+ |Ial+ lIa] 
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<(t + galle- Z+ ly- | 
由 H 的 定义 ( 见 (16.14) 并 注意 (16.15)), 当 |z 一 zx“|<1 时 有 


IH(i,z) — H(z,z”)| 


„|, [4k 2kr paene s 
<I=- zl, [2 rl: x | 


< 4. 2kr EE 


M+r-a 
证 毕 . 
引 理 16.10 存在 常数 p>0,g >0, 使 当 |y 一 y |<1 时 对 一 切 :ER 有 
|G(z,y) - Gz,y)|< ply- y | 
证 明 ”由 引 理 16.2,g (+,(r,&,7)) 是 下 列 映 射 T 的 不 动 点 


TZ(D) = UG)PU (Of(s,YiGs,r,e,0) + Z(s), Yals t,£, 7) ) ds 


-J vor- P)U-1() (s, Yi(s,r,€,7) 


+ Z(s), Y2(s,r,€,7))ds 
S go(z,(r,&,7) ) 三 0, 并 归纳 定义 


galee) = UPU, Yi, r, e, D) 
+ gn (ss(T,€,7)), Ya(ssr,€,7))ds 
- [TUDU - PUO, Ys,r,€,D) 


+ gm(s,(T,€,7)), Y2(s,r,€,7))ds (16.16) 
不 难 证 明 
Bm(t,(r,€,7)) > g(t,(r,é,7)) (16.17) 
关于 z,r,&,7 一致 . 由 于 
Yi(t,r,€,7) = Yi(t,t, Yi(t,r,é,7), Y(t,r,€,7)) 
Ya(t,r,€,7) = Y(tst, Yi(t,r,€,7), Y(t,r,é,7)) 
go(t,(r,€,7))= go(t,(t Yi(t,r,é,7), Ya(t,r,é,7)))=0 
所 以 用 归纳 法 不 难 证 明 对 一 切 m 有 
gm(t,(T,€,7))= gm(t,(t, Yi(t,r,é,7), Y(t,r,€,7))) (16.18) 
取 常 数 4 >0 充分 大 ,又 取 g >0 充分 小 ,使 


12k Gkr ; a kr 1 
à> a M-ati <M+tr’ Sa Mr <3 (16.19) 
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E 由 (16.7) 有 “只 <1, 所 以 (16.18) 中 的 第 三 个 式 子 当 q >0 充分 小 时 成 立 . 
FERMER O<] E-E | +l- y | <1 时 对 一 切 台 有 
|gn (ts(2,8,7))— Sm(t Cry))| 
<alle- Z I+ |n- wl (16.20) 
当 m=0 时 ,(16.20) 显 然 成 立 , 现 在 归纳 假设 (16.20) 成 立 . 由 (16.20) 得 
SBmxi(z (ze 3)) — gmti(t, (ze ,7 )) 
= UG) PU Yi(s,t,€,) 


+ gm(s,(t,€,7)), Ya(s,t,€,7)) — FCs, Yi(s,t,€,7) 
+ gm(s,(t,€ ,7)), Ya(s,t,€ ,7))]ds 
-J UU - PUAA, Yi(s,r,e,0) 
+ gm(s,(t,€,7)), Ya(s,t,€,7)) - F(s, Yi(s,t,€ 7) 
+ gm(s,(t,€ ,7)), Ya(s,t,€ ,7))]ds 
LTSA 
设 0<1&-&|+17w-7|1<1, 又 设 
2 a 1 
f" M+ rn TE eT ly- T 
将 Ji, J 分 别 拆 成 两 项 


由 (15.5),(16.7) 得 
[Juls f ket > 2pds = Eile- g |+ lg- yl 


[Jal | keto «opas = EL e- |+ lg- Y| 185 
40<lg-El+l-7l<1,sElt- r, tlitt, h3 16.8 4 
[|Yi(s,r,€,n) - Yils,t,& s) |+ | Yy(s,r,€,n) — Ya(s,t,€,7)| 
<(l#-# |+ lg- DeM dE- # |+ |n- Y le 
<(l#£-gl]+]2- gli <1 
于 是 由 (16.8) ,(16.20) 及 引 理 16.8 可 得 
|gm(s,(t,€,7))— gn(s,(t,€ ,7))| 
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= |g,(s,(s,Yi(s,t,€,0), Yo(s,t,€,0)))| 
— gm (s, (ss Yi(s,t,€ ,7), Ys,,€ ,7)))| 
SAL|Yi(s,e,€,7) — Ys,t,€,7)| 
+|Y(s,t,€,9) — Ysst,€ ,7))]" 
Kalle- Elt |g- yl aw ll (16.21) 
由 (15.5),(16.7),(16.12) 及 引 理 16.8 得 
lels’ ke «dride E l+ |9- W | eM 


+A- E l+ ly- gl ME ]ds 
(M-09) | =t 


pa (lê - Elti- gle (-a+Mg')(t D|. 


a 


注意 到 M 一 a>0, -a+ Mq <0( 见 (16.15) 及 (16.19)) 则 有 
Jelg 


+= Y= g lE Elti- 


又 由 (16.19) 有 <; s qa $1+17-71<1 时 
有 


nl< (a -; ahde- € I+|n- gi 
类 似 地 可 得 
1Jals (g -tr gde- elt lg- Y| 


H(16.19), 40<|#-Z# | +|7-7|<1 HA 
[g,a(t,(t,8,9))- gant, (6 | 
<lJul+ Jel+ |Jal+ |J2l 
< 


4ku _2kr 2krA 
(lt 


<a- gelti- gI 
这 说 明 对 一 切 正 整数 mm ,(16.20) 成 立 , 于 是 由 (16.17) 有 
lelt, (t8) -gE DIKA dE- El ly- 717 
由 G(z,y) 定 义 ( 见 (16.14)), 当 0<1y-y|<1 时 有 
|GG,y) - G, yI ly- yl+aly- yl <G+2)|y- y 17 
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上 式 当 |y-y| =0 时 ,自然 也 成 立 . 所 以 上 式 当 | yy | <1 时 成 立 ,证 毕 . 
有 以 上 引 理 作 准备 ,证 明定 理 16.2 已 经 不 难 了 . 


Hi(t,z) 
定理 16.2 的 证 明 | i J 
I2 y2 H(t,7) 
i . 我 们 验证 H(1,x) 就 是 系统 (16.8) 到 (16.6) 的 强 拓扑 等 价 函 数 , 即 
2 sy 


验证 昌 (t,z) 满 足 定义 7.5 的 四 个 条 件 : 

验证 (i) 由 引 理 16.6 与 引 理 16.7 可 推 知 ,对 固定 的 +,H(t,*) 是 Rt” 
RHIA, EH !(z,*)=G(z,*). 

验证 (ii ) 由 (16.14) 及 引 理 16.1 8 |H(:,z=)-z| = |A(z,G8,z))| < 


AM 所 以 当 -oo 时 用 (t,z) 一 oo 关于 上 是 一 致 的 .又 由 引 理 16.9, 易 推 知 


H(t ,zx) 是 强 一 致 连续 函数 . 
验证 (让 ) 由 (16.14) 及 引 理 16.2 立 得 


Gly) - y|= lgt, y I< 


所 以 当 y 一 co 时 G(t,y)~oo 是 关于 : 一 致 的 . 又 由 引 理 16.10 易 推 知 G(z,y) 是 
强 一 致 连续 函数 . 

验证 (iv) 由 引 理 16.4 与 引 理 16.5 立 得 . 

由 上 所 述 ,系统 (16.8) 强 拓扑 等 价 于 (16.6), 同 时 (16.9),(16.10) 也 都 验证 
了 . 定理 16.2 证 毕 . 

下 面 我 们 利用 定理 16.2 来 证 明定 理 16.1. 
定理 16.1 的 证 明 事实 上 我 们 只 要 证 明定 理 16.2 中 的 等 价 函数 H(1,z) 在 定理 
16.1 的 条 件 下 与 上 无 关 即 可 . 

由 引 理 16.1 的 证 明 过 程 可 知 

h(t,(t,x)) 
= h(t,(t,z1, 7x2)) 


- |! UPUTNO, XG. zur), Xals st zu x2) ds 


+f uwa - P)U-1(s)f(s,X1(s,t, zi, za), X2(5,t,£1,22))ds 


由 于 在 定理 16.1 的 条 件 下 f 与: 无 关 ,因此 上 式 可 写作 
h(t,(t,zi,z2)) 


= 一 | oopr HCS)A(Xi (x,t, 21,22), Kas,t, £1, x2)ds 
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+ [UGG PU f(XI(s r zu 22)), Xalss ts zi za)ds 
: 


注意 到 系统 (16.1) 在 R x R"*” 上 满足 解 的 存在 惟一 性 条 件 , 且 任 一 解 的 存在 区 
间 为 ( - o, + ce) ,因此 可 在 上 式 积分 中 作 变 量 替 换 s= st + :+, 由 引 理 15.8 与 引 
理 15.9 有 

h(t,(t,zi,z2)) 


=-| UGOPU (I + F(X + ttz), 
X,(si + t,t, £1,22))dsı 
+ UOU -PU + DAX t ttz), 
X,;(si + t,t,z1,z2))ds) 
=- f’ UG0)PU1G D (Xi(,0,z,z2), 
Xa(s1,0, 21,22) )dsı 
+ [TUOU - PUTGDEX G ,0,z1,22), 


X;(si,0,zi,z2))ds, 
这 说 明 h(t,(z,z1,z2)) 与 1 无关, 所 以 可 记 为 h(zi,z2). 由 (16.14) 知 自 
治 系 (16.1) 到 (16.3) 的 等 价 函 数 为 


H(z) = 


1 十 Ea 
z, 


证 毕 . 


16.2 非 线性 项 无 界 情形 


非 线性 项 无 界 时 ,全 局 拓扑 线性 化 有 一 定 难度 ,但 在 适当 条 件 下 仍 可 全 局 线性 
化 ( 见 文献 [19]). 下 面 叙 述 一 个 允许 非 线性 项 无 界 ,同时 在 不 增 任何 条 件 和 无 任何 
特殊 限制 情形 下 ,全 局 拓扑 线性 化 的 结果 ,本 段 材料 取 自 文 献 [20] . 
考虑 非 线性 微分 方程 


w. 
" 
— 


A sË + F(z) (16.22) 


z= É sk (16.23) 


及 其 线性 部 分 
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这 里 z € R" ,Reà (A) RIRN E A 的 特征 根 实 部 , 若 a 是 向 量 , | | 表示 a 的 Euclid 
模 ,车 A 是 方 阵 , | A | 表示 A 的 算 子 模 . 设 ReA(A) < 0,ReA(B) > 0, 于 是 存在 常 
# k > 1,a > 0 使 得 


le®|< ket (1:>0) (16.24) 
le |< ke (t <0) (16.25) 
Hartman 线性 定理 可 叙述 如 下 
定理 H 设 ReA(A) < 0,ReA (B) > 0( 即 (16.24),(16.25) 式 成 立 ). 又 设 
IF(z)|< y 


[F(zi) - F(z2)|< y| zı - z2| 
这 里 Jv,Y 是 常数 , 若 
4ky <a 
则 存在 R" 的 同 胚 将 方程 (16.22) 的 解 映 为 方程 (16.23) 的 解 . 
在 定理 中 , 若 将 条 件 | F(z)| y 放宽 为 | F(z)|< y|z|+ &, 则 定理 难以 成 


立 . 因此 较 合 适 的 期 望 是 F 的 部 分 分 量 无 界 . 为 此 ,将 * 写成 分 量 形式 < = (°). 


RE rE R"u,y € R"(mi + n> = nn), 这 样 ,系统 (16.22) 将 写成 
x’ = Ar + f(x,y) 
y = By + g(x,y) 
定理 16.3 i& ReA(A) < 0,Rea(B) > 0( 即 (16.24) 和 (16.25) 式 成 立 ), 又 设 
|f(z,y)|< y (16.27) 
lg(z=,y)|< ylzl+ y (16.28) 
|f(zixi) - f(za,y2)|< y(|zi- zo |+ lyi- y1) (16.29) 
|g(zi,yi) - g(z2,y2)|< y(|zi -zl+|ly-yl) — (16.30) 
这 里 p,7 是 常数 ,车 


(16.26) 


4ky < a (16.31) 
则 存在 R" th F| B H HEt £ (16.26) 的 解 映 为 线性 系 
x = Ar 
n 16.32 
Ma (16.32) 
的 解 . 
证 明定 理 的 关键 是 构造 同 胚 函数 H. 先 证 一 些 引 理 . 
设 


M = p(t) 1 p € C(R,R"),| e(z)|< kala] 
引 理 16.11 对 任意 固定 的 EE R" ,7E Rn 及 任意 的 PE M ,系统 
v = Bo + g(e%€ + p(t), eq + v) (16.33) 
只 有 惟一 正 向 有 界 解 vo(z,(&,7)), 并 且 它 可 表示 为 
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welt (Ep) == [TPU g(t gls) n + vols (Eds 


(16.34) 
进一步 ,对 上 述 vo(1,(&,7)) ,系统 
u = Au + f(Z*€ + ue + vlt, (5 7))) (16.35) 
有 惟一 有 界 解 ve(t,(E,7)) ,并且 | ult: (E,9))|<ka le. 
证 明 设 
N = 1%(z) 1y:[0, + co) 一 R", g 连续 且 
1)1<Helelt 六 如 -tl 
对 任意 y € N, 定 义 算 子 Ti 如 下 
Tiple) =- [TPE gee + gls), + 9(s))ds 
H (16.24), (16.25), (16.28), (16.31), 4 :>0 ht, # 
[T| < | kety Z€ + gC) + Ad 
< S ketiy LEl + kala) + plds 
<f etra lêl+ kala) + plds 
= ka ly(k|£|+ ka lu) + ka lg 
< 了 t+ 六 rn (16.36) 


所 以 Ti E: N — N 的 自 映 射 . 另 一 方面 ,由 (16.30) R 
WAGEATAGI | kety] gils) = (s) | ds 
w l -gl = supl (s) -= ó(s)| ,那么 , 当 上 过 0 有 
[Ti% (z) - Ti@xX(z)|< ka ly || gi- pll < + lgi- yll 
这 表明 Ti 是 一 个 压缩 映射 ,所 以 Ti 在 N 中 有 惟一 不 动 点 yo(z) 使 得 
WU) = Tipli) == [TEE + gC), eN + pols)) ds 


(16.37) 
直接 微分 , 易 知 polt) 是 系统 (16.33) 的 一 个 解 ,由 (16.37) 式 可 知 它 正 向 有 界 . 由 
于 系统 (16.33) 右 端 满足 Lipschitz 条件 ,所 以 polt) 可 以 延 拓 到 — co. 
假设 系统 (16.33) 还 有 另 一 个 正 向 有 界 解 $" (z) ,那么 
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pt (= g (0) + [PEDE p(s), e + 9" (s))ds 


= Cg (0) + |” (¿ue + ols) + 9" (s))ds) 
-三 aorog(oe + pls), + p" (s))ds 
LL Barl 
当 + 之 0 时 ,类 似 于 (16.36) 式 的 计算 得 
l< dlel+t Stat 
另 一 方面 , 当 220 B| g" (z)| < +co, 由 于 ReA(B)>0, 所 以 可 推断 a=0, 从 而 
W) = Ngee + gls) em + g" (s))ds 
将 上 式 与 (16.37) 式 相 减 ,并 由 (16.25),(16.30) 式 , 当 /2>0 BJ 
[W = p DLL f'eti] gols) (la 
<} supl gt) = yp" ()| 
这 意味 着 对 :之 0,y"(:) 三 go(1). 由 初始 值 问题 解 的 惟一 性 可 进一步 推断 ,对 任 


意 +ER, 都 有 yy" (2) 三 go(1). 显然 go(z) 与 9,,7 EAR, BEH Jo(z) 记 为 
vp(t,(,7)), 由 (16.37) 式 得 


velt (Ep) == Ng ee + gs), eg + vels se 0))) ds 


(16.38) 
下 面 证 明 对 上 述 vp(s,( ,7)) 及 任意 固定 的 e€ Ra 和 7E R", 系 统 (16.35) 
有 惟一 有 界 解 wp(+,(&,7)), 并 且 
|ue(z,(6,0))|< kay 
对 任意 h(:) € M, 定 义 算 子 T, 如 下 


Tahle) = fÉ ADAE + hls) eg + vels CE7) )ds 
由 (16.24),(16.27) 得 
[Th 和 eeropas = ar 


所 以 T; 是 M 一 M 的 自 映射 . 由 (16.24) ,(16.29),(16.31) 式 有 
[T>shi(z) - T>h,(t)| 


<f’ eH hils) = hals) as 
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<a !ysup|hi(s) — h>(s)| 
< sap|hi(s) = ha(s)| 
所 以 T> 在 M 中 有 惟一 不 动 点 
holt) = Taholt) = | AC feere 


+ hols), en + vo(s,(€,7))) ds 
而 且 
| holt) |< kala 
直接 微分 可 知 holt) 是 系统 (16.35) 的 解 . 系统 (16.35) 的 有 界 解 惟一 性 的 证 明 类 
似 于 前 面 , 故 从 略 . 
BR holt) 与 p,6,7 有关, 因此 将 holt) 记 为 up(z,(&,7)), 于 是 
ult (E) = AD fe + uls (EM), 
+ vels, (£, 7)))ds (16.39) 
证 毕 . 
由 于 up(t,($,7)) € M, 且 惟一 ,因此 对 任意 固定 的 SE Rn ,7E R" 可 以 定 
义 算 子 T:M — M 如 下 
Telt) = uy(z,(€,9)) (16.40) 
31E 16.12 对 任意 固定 的 & € R £ 9 € R, EITEM 中 有 惟一 不 动 点 . 
证 明 ”对 任意 pl,pzE M, 由 (16.39),(16.29) 和 (16.24) 式 ,有 
[Te((z) - Te,(t)| 
<| ket- ye ug, (s,(8,0)) = uss,(€, M) | 


+ |vp(s,(€,7)) - vp,(s,(€,7))|)ads (16.41) 
由 于 oç > ve, 正 向 有 界 , up ,uy, 在 R 上 有 界 , 因 此 可 以 记 
l vp, = vg, | +0) = op_| vg (s,(6,7)) 一 vp,(s,(€,7))| 
l ug, - uç, | = sup| up,(s,(§,7)) — up,(s,(§,7))| 
由 (16.38), (16.25), (16.30) 及 (16.31) R, 对 任意 固定 的 to 及 任意 + € [zo， 
+] # 
[va r,(8,9)) - %(t,(ë,0))| 


<| kerda) = go 
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+ | ve, (s.(8,9)) = ve (s: (£,7)) |)ds 
Kka™y( || pi- pal + Il oç — Ve, l teto) 


1 1 
<q lp- pll + : Il vp, = Ve, I te,+0) 


<} lg- pl ++ Ly Vp, — vp, | tegt) 
于 是 
lve, = Vp ltro SH I pi- pall ++ l = vo, lu, 
从 而 
lo = va ltte SÈ Ipi- pall 


该 不 等 式 右 端 与 to X; X, 人 to E R, 上 式 都 成 立 因此 
sup| wns ($7)) -vw,(s,($,7))| 存 在 , 记 

l vp, ~ wp, ll = sup|%,(s,(6,9)) - vp,(s,(€,7))| 
于 是 有 

lop ~ vp ll < lp el (16.42) 
HA Tole) = up(1,(&,7)), 由 (16.31),(16.41),(16.42) 式 得 
| Tpit) - Tyaz(t)| 
< teny 1 Toi Toal + |o, = vp ds 
<ka™'y( || Te, - Te; || + |l Up — Up, lI) 


<O Te - Te | +E lg- gl) 

于 是 

l Toi - Te: <$ I pi- pal 
这 意味 着 算 子 TEM 中 有 惟一 不 动 点 9 ,满足 

p(t) = Te(t) = up(t,(€,7)) (16.43) 
证 毕 . 

现在 将 up(1,($,7)) 写成 (a, (8,0)) ,将 vlt, (8,09) EIR vlt, CE, g), 

由 (16.38),(16.39) 及 (16.43) 式 得 


ult (E) =| ADAE uls, (E), 
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en + v(s,(€,7)))ds (16.44) 
van) =- eV gee + u(s,(8,9), 
en + vls, (£,7)))ds (16.45) 


引 理 16.13 ”对 任意 5E Ru HER Atr ERÄ 
u(t, (ee,eBn)) = u(t + r,(8,79)) 
olt, (ME, they)) = oG + r,(€,0)) 

证 明 由 (16.44) 

vlt, (eM, eBry)) 


=- |” dg + uls, (AE, ey)), 


Btn + vls, (ee, eBry))) ds 
v(t +r,(€,7)) 


=- eevee tu(s,(€,7)), 
q + vls, (E, 7)))ds 
Ginta =- ORADE + u(sı + r,(6,0)), 
Pty + vlsi + r,(ë,n)))ds) 
Ci = s) == [| Ova us + r,(8,7), 


Py + vs + r,(6,9)))ds 
由 (16.25),(16.30),(16.31), 对 任意 固定 的 io。 € RR, 及 任意 1 € [to, + co) 有 
lolt, (eE, en)) — v(t + rt,(€,7))| 


<|” ey uls (AEPD) - uls + rep) 
+ lols, (E, ey)) — vls + z,(6,n))| )ds 
< 1 spl uls, (eE, en)) — uls + r,(8,9))| 


++ gpl oe) — ols + rley) 


<} apl uls, (eE, ey)) — uls + tr,(€,7))| 


+4 sp | ols, (AE, Pn)) — ols + z,(6,7))| 


sEltg +0) 


所 以 
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sup | v(s,(eE, en)) — vls + z,(8,7))| 


sEltg +e) 


< apl uls, (ee, g) — uls + r,(€,0))| 


+Ñ sm |oə(s,(Ze€,2%9)) — o(s + r,(,9))| 


4 seigt) 
于 是 
up vls, (eAé, en)) — vls + r,(€,7))| 
<+ spl ul(s, (eté,eBn)) — uls + rt,(€,7))| 
上 式 右 端 与 to 无 关 , 而 to 是 任意 的 ,因此 
supl vls, (E, eary)) —v(s+r,(€,7))| 
<j spl uls (eee) = uls + r,(€,n))| (16.46) 
类 似 地 ,由 (16.44) 式 ,有 
u(t, (eq, ebrn)) 


Š esp tu(s, (AE, 29), Py 


+ vls, (e, ®n)))ds 
ult + r,(6,79)) 


Z fiA panog + uls +r, (E, g)) Py 


+ vls + r,(£,9)))ds 
于 是 由 (16.24),(16.29),(16.31) 及 (16.46) 式 ,有 
[u(z,(Zë,eq)) — u(t + r,(€,7))| 


<J peoyC uls (Ae, g) -uls + eCe) 
+ lols, (E, eBy)) — vls + z,(6,9))| )ds 

< F spl uls, (^e, ey)) = uls + r,(8,9))| 
+ supl ols, (AE, by)) = vs + re 人 


<Ñ supl uls, (^E, em)) —u(s+r,(6€,n))| 


所 以 ult, (E, 0B)) = u(t + z, (§,7)), IB 16.46),o(z, (Ae, eBm)) = 
v(t + Tr,(&,7)). 证 毕 . 
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) 到 未 系统 (16.33) wawan [0 = (=ne. ex 


< 
Y(0) y 


Hilæ,y) = z - eCXGss ry) Ys, zy)ds (6.47) 


Hy(z,y) = y + eBg(X(s,z,y), Y(s,z,y))ds (16.48) 
GIE, 7) = £ + u(0,(6,9)) (16.49) 
G2(€,7) = 7+v(0,(€,7)) (16.50) 


注 易 证 上 面 两 个 积分 都 是 收敛 的 ,可 参看 引 理 16.15. 
引 理 16.14 ”时 将 非 线性 系统 (16.26) 的 解 映 为 线性 系统 (16.32) 的 解 .G 将 系统 
(16.32) 的 解 映 为 系统 (16.26) 的 解 . 
证 明 
H ((X(:,r,y), Y(:,z,y)) 
=XG6z,)- | AX, XC), YG, zy)), 
Y(s,X(t,z=,y),Y(t,zr,y)))ds 
=XG6z,)-[ AAKG + s,z,y),YG + s,2,y))ds 
在 积分 中 作 变 换 t + s = s1, 然 后 将 s, 重新 记 为 *, 则 
H (X(t,z,y),Y(t,zr,y)) 


=xG,z,,)- [| AIAX, 2,9), Y(s,z,y))ds 


将 H((X(:,z,y), Y(z,z,y)) 简 记 为 H) RF 
Hi(t) =AX(z,z,y) + f(X(t,z,y),Y(t,z,y)) 


- Af AG (XG,z,y), YG, z,y))ds 
-f(X(z,=,y),Y(t,z,y)) 
=AHI(z) 
HY(X(t,z,y),Y(t,z,y)) 
=YGr)+ |” BEX, XG), YG, z, y), 
Y(s,X(z,z=,y), Y(t,z,y)))ds 
0 


=Y(t,z,y) +Í e Bg(X(t +s,z,y),Y(t + s,z,y))ds 
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yr) + | ez CXG,z.9),Y(s,z,y))ds 
将 H(X (t, 2,9), Y(z,z,y)) 简 记 为 H(t) RFR 
H2(t) = BH,(t) 
这 说 明 万 将 非 线性 系统 (16.26) 的 解 映 为 线性 系统 (16.32) 的 解 . 
下 面 证 明 G 将 线性 系统 (16.32) 的 解 映 为 非 线性 系统 (16.26) 的 解 . 
系统 (16.32) 的 解 是 | ae |， 由 引 理 16.13 及 (16.44) 和 (16.45) 式 有 
Gileg, ey) 
= Z“ + u (0, (eré, esry)) 
= MẸ + u(t,(8,7)) 
= et A fe + u(s,(8,0)), eq + vls, CE, 1)))ds 
Gale, eg) 
= eq + v(0, (eE, e™q)) = n + v(t,(€,7)) 
= eg -J edge + uls, (,9)) en + v(s,(€,7)))ds 
则 有 
[Gileg en) 
=Aee + A AFCE + uls, (E, 0)) ,ey + vls, (E, 7))) ds 
+ ACME + ult, (E, 9)) en + olt, CE, n))) 
= AGi(eNé, em) + f(G (eE, en), Ga( eré, eBn)), 
[Ga(ere, eq) 
=Bew- p|” Ag + uls (Ep) eg + ə(s,(8,0)))ds 
+ g(Z“& + ult, (E, q)), n+ vlt, (67))) 
=BGa( e", eN) + g(G (Z“€, ep), G,(Z£,¿y)) 


An | 
这 表示 Ers 是 非 线性 系 (16.26) 的 解 . 证 毕 . 


引 理 16.15 对 任意 zx € R"u,y € R" 有 
[H((z,y) =- z |< kay 


[Hx(z,y) -yl<ielzl+ ru 
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证 明 由 (16.24) 和 (16.27) 式 
[H(z,y) — z|< Ü trpas = ka'p 
由 (16.26) 式 
X(s,æ,y) = r + [APAA CE, Ey), Yr zy)) dr 
34 s> 0Bf, 
[X(s,æ,y) |< ke7” | z |+ hee udr 


<k|=z|+ kapy 
M (16.25), (16.28), (16.3) R, # 


|H,(z,y) -y< fi kee XG,z,y)| + py)ds 
<|” uce[y(k|=|+ kaip) + plds 


<4klz|+ Ska” 
证 毕 . 
引 理 16.16 ”对 任意 6E Rm,n € Rm, 有 
|G,(ë,7) - £|< kay 
| G28,7) - |< felelt kayu 
证 明 类 似 于 引 理 16.15 , 故 从 略 . 
引 理 16.17 对 任意 上 E Rn,7E Rn ,有 


有 


m (fO 是 线性 系统 (16.32) 的 任意 一 个 解 ,由 引 理 16.14， e [t] 
FRERES. 的 解 ,可 (5() ) 双 是 系统 (16.32) me za [10] = 


n[e[%))- [O ]omaaaamasap 的 解 . 则 有 


[|= |Hi(Gi(8(2),7(2)), G2( (7),7(7))) — EC) 
< |Hi(Gi(§(2),7(7)), Ga(&(#),7(2))) — G (6(z),n(2))| 
+ |G1(€(1),7(1)) — E) | 
由 引 理 16.15,16.16 有 
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IG) |< 2k a ty 
HFJ) Èr = Az Wi, T r = Az 除 零 解 外 ,无 其 他 有 界 解 ,因此 Ji (t) = 
0, 亦 即 


HCG (&(z),n(z)),G,(e(z),n(z))) = EC) (16.51) 
又 由 引 理 16.15,16.16, 有 
112(2)|= |H2(Gi(€(2),7(2)), G2( 8(2),7(7))) — l) 


< |H2(Gi(é(2),7(t)),G2(€(1),7(7))) 
= G2(é€(2),7(2))|+ |G2(€(2),7()) — x)| 

SGEIL) IUD] + Bale | + Žau (16.52) 
由 于 EU) 是 x’ = Az 的 解 ,所 以 &(1) = eAE(0), 当 4 宇 0 时 

LEG)IS kee“|é(0)|<r|e(0)| (16.53) 
由 引 理 16.14，G1(&(1),7(1)) 是 x = Ar + f(G1(8(1),7(1)),G2(é(1)， 
7(z))) 的 解 ,所 以 

G,(6(z),n(z)) = ewG1(8(0)，7(0)) 

+A (G,(e(s),9(s)), GEC), (s)))ds 

4 t > 0 Bf 
L G18), ICED) |< te | Gi CECO), 9C0)) | + freet uds 
< k|Gi(6(0),7(0))|+ #a lp 
所 以 当 上 三 0 时 ,由 (16.52),(16.53) 式 , 有 
[J2 [<4] GCE), C0) + L| eco) 


Frap + Shay 
另 一 方面 , Jz(z) 是 y = By 的 解 ,而 y = By 只 有 惟一 正 向 有 界 解 y = 0 所 以 
JT.) = 0,Bll 

H2(G1(€(#),7(2)), Ga( 8(2),7(2))) = (z) (16.54) 


+ 


Elt) 


由 于 E 


R" 


是 任意 解 ,于 是 由 (16.51)，(16.54) 式 可 从 推 , 对 任意 ee R",n€ 


证 毕 . 
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引 理 16.18 ië (Corran 系统 (16.26) 的 任意 一 个 解 ,那么 系统 


z = Az + f(z(t)+ z,y(t) + w)- f(z=(t),y(t)) (16.55) 
w = Bw + g(z(zt) + z,y(t) + xo) — g(z(z),y(t)) i 


有 惟一 个 解 Ba ]: 满足 
wolt) 
lzo(t)|<+œ© (- e < ¿< ç) (16.56) 
[wolt] <+ (¿2>0) (16.57) 
而 且 这 个 解 就 是 零 解 
证 明 显然 =o(z) = 0,wo(z) = 0 是 满足 条 件 (16.56),(16.57) 式 的 一 个 解 . 
z? (0) 
af Ba Jemeztas.soas.sn mam. 则 
wo (t) 
zë (0)= rg (0) + AH fz(s) + zë (5),y(s) 
+ wo (s)) — f(z=(s),y(s)))ds 
= [z (0) = f’ Alal) + zg (5),y(s) 
+ wi (s))- f(z(s),y(s))) ds] 
+ AIl) + zë (5),y(s) 
+ wo (s)) — f(z=(s),y(s)))ds 
L Ma +I 
显然 


l< [° eronas = key 
另 一 方面 , | xf (z)| <+ co (— co < z < co), 所 以 |ewal<+oo (— 0< £ < 
œ), 于 是 a = 0, 故 得 
zë (t) =Í AGC) + z6 (5),(s) 

+ wo (s)) — f(z(s),y(s)))ds (16.58) 

我 们 有 
wo (2)= Pw (0) + aero(g(z(D) + zs (5),3(s) 
+ wo (s)) - g(z(s),y(s)))ds 
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= [wo (0) + |” Bglz(s) + zo (5),y(s) 
+ wo (s)) — g(z(s),y(s)))as] 
-| eg(z(s) + zs (),y(9) 


+ wo (s)) — f(z(s),y(s)))ds 


= +J 
由 (16.25),(16.30) 式 , 当 上 过 0 时 


IIIS “ee ny (|+ af G) |) 


<#(supl zo (s) |+ supl w (5)|) <+ œ 
另 一 方面 , 当 * 之 0 时 ,| wo (zt)| <+ so, BIDA t >0R, |b| <+ co, 从 而 = 
0, 于 是 
wi (t) == |” eg(z(s) + zi (5),y(s) 
+ wo (s)) — g(=(s),y(s)))ds 
由 (16.25),(16.30),(16.31) 式 ,对 任意 固定 的 to € R, 及 任意 t+ € [to, + co) 
lws (DIS her dys + |w G) |) 
Ska ly (sup) zo (s)| +, + Pop lwo (s)|) 


<$ suplei Oli, sup | wo (s)| 


Elig to) 


所 以 


sup |uo(s)|< + supl zë (s)|+ + sup, ,| wo (s)| 


s€[t te) eË 


由 此 得 
ERa lws <4 3 supl zç (s)| 
由 于 to € R 是 任意 的 , 且 上 式 右 端 与 to | wo (s)| 存 在 且 
supl wo (s)|< J sop| zó (s)| (16.59) 
由 (16.58),(16.24),(16.29),(16.31) 式 ,有 
[zs (|< ey ()|+ [w (5) Da 
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< ka'y (supl z (s)|+ supl we (s)| j 
<la Olg pli ol) 
<j glz (5)| 


于 是 xf (1) =0, H (16.59) R, wo (s) 三 0, 证 毕 . 
31 16.19 ”对 任意 xz EE R"u,y € R, Å 


e(a) 人) 
证 明 g (5 ) 是 非 线性 系统 (16.26) 的 任意 一 个 解 由 引 理 16.14， 


月 人 (2 ) 是 线性 系统 (16.32) mm. [u[*0)])xaga626) 的 解 . 记 


JiG)= Gi(Hi(z(2),y(2)), Ha(z(1),y(t))) - x(t) 
= G.G) -zi) 
Ja(t)= G;,(H (z=(t),y(£)),Hx(z(t),y(t))) - y(t) 
= G,G) - y(1) (16.61) 
微分 之 ,得 
JAGt)= AGIt) + f(G(tz),G;(t)) - Az(t) — f(z=(t),y(t)) 


= A(t) + f(z(z) + Ji(z),y(t) + Ja(t)) — f(z(t),y(z)) 
Ja(t)= BGz(t) + g(G1(1),G2(1)) ~ By(:)-— g(=z(t),y(t)) 


= BJa(t) + g(z=(z) + Ji(t) y(t) + Ja(t)) — g(z(t),y(t)) 


(16.60) 


RA 是 系统 (16.55) 的 一 个 解 
Ja(t) 


另 一 方面 ,由 引 理 16.15,16.16, 有 
|JG0]|<|G((Hi(z=(t),y(t)),H;(z(t),y(t))) 


— H((z=(z),y(2))|+ |H (z=(z),y(t)) — z(2)| 
<2kha ly 


[J20 |<] GHi(z(2), y(t)), Ha(z(2),y(2))) 
- Hx(z(:),y(2))|+ |By(z(2),y(2)) — y(2)| 
<k|Hi(z(0),y(0))|+ el z(t) + kata 
由 于 H((z(z),y(2)) Ë z = Az 的 解 ,因此 


所 以 
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Hi(z(2),y(1)) = #H,(z(0),y(0)) 
另外 有 
alt) = ez(0) + ez(s) ,ys)as 
所 以 , 当 + >> 0 Bf 
[Hi(z(2),y(2))|< ter" | ECz(0),y(O))| 
<kIHi(z(0),y(0))| 
lalt) l< ke“ | z(0)|+ [f ket» pds 
<k|=(0)|+ katy 
于 是 当 上 > 0 Bf 
[Ja() |<} H Ce(0),y0))| + z? =(0)| 


1 n r PEE 
+g a'e t hap 


由 引 理 16.18, Ji (t) = 0,J,(:) 三 0, 也 就 是 
efa) = Go) 
7i 是 系统 (16 26) 的 任意 解 ,因此 Vz € R",y € R", o[H N ))= 
X. 


(z) jaer 


最 后 我 们 证 明定 理 . 
定理 16.3 的 证 明 ” 引 理 16.17,16.19 表 明太 是 R" — R" 的 双 射 , 且 H-!= G. 由 
微分 方程 解 对 初 值 和 参数 的 连续 依赖 性 可 推 知 H 5 G 皆 连 续 ,因此 H ERE. h 
引 理 16.14, 里 将 非 线性 系统 (16.26) 的 解 映 为 线性 系统 (16.32) 的 解 . 证 毕 . 


817 临界 情形 的 线性 化 
17.1 非 自 治 系统 临界 情形 下 的 线性 化 


一 个 线性 系 z= A(z)z, 若 它 具 有 指数 型 二 分 性 , 则 称 它 是 非 临界 的 . 若 它 不 
具有 指数 型 二 分 性 , 则 称 它 是 临界 的 . 当然 ,普通 二 分 性 是 属于 临界 情况 的 . 

定理 15.1, 定 理 15.2 都 要 求 非 线性 系 的 线性 部 分 非 临界 .定理 16.1 虽然 允 
许 线性 部 分 处 于 临界 状态 ,但 要 求 处 于 临界 状态 的 部 分 不 带 非 线性 项 . 现在 我 们 提 
出 这 样 一 个 问题 ,若非 线性 系 整个 线性 部 分 处 于 临界 状态 , 问 这 样 的 系统 在 适当 的 
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条 件 下 能 否 线性 化 ? 
本 节 将 给 这 个 问题 以 肯定 的 答复 . 当然 ,这 个 时 候 附 加 的 条 件 是 比较 强 的 .本 
节 材 料 主要 取 自 文献 [21]. 
考虑 非 线性 系 
z = Q(t)z + F(t,z) (17.1) 
此 处 z € R”"'”. 设 它 的 线性 部 分 z = Q(t)z 具有 普通 二 分 性 ,同时 设 z = 
Q(z)z 的 共 扼 系 x" = - Q" (t)z z =Q) 有 相同 的 有 界 解 的 初 值 空间 , 即 存 
在 R"*" 的 子 空间 L , 任 给 zxoE 工 ,Z(z)zo 与 (Z-1(t)) ”xzo 皆 有 界 .( 此 处 Z(z) 是 
z =Q(i)z 的 解 方 阵 ,(Z-1(t)) "是 zx“ = - Q" (t)z 的 解 方 阵 ). 我 们 不 难 证 明 系 
统 (17.1) 线 性 等 价 于 
*' A(t) z) /flt,zx,y) 
(2)= [ aG) (Be) (9:22 
即 存在 李 雅 普 诺 夫 变换 将 (17.1) 变 为 (17.2). 
此 处 zxER",yE R” jË sup| A(1)| =a. 现 在 我 们 对 系统 作 以 下 假设 
(HY1) [fGt,zi,yu) = f(t,z2,y2)| 
KAME? |z = zə|+ etll |y - y2|] 
|[@(z,zi,xi) - p(t,x2,y2)| 
KAE! |æ- zo |+ |y — yl] 
站 :ou =A<+% 
(HY2) 存在 常数 py > 0, 对 任意 51,s; € R,z € R",y € R” EA 
fue... lde FH 
注 1 在 定理 15.1 中 要 求 | /(z)| 有 界 ,在 定理 15.2 中 要 求 |7(z,z)| 有 界 ,因此 
定理 15.1 与 定理 15.2 中 的 f(z),f(1,z) 都 具有 局 部 性 特点 .这 里 的 (HY2) 是 出 
自 同一 考虑 . 若 F(:,z,y) 仅 满足 (HY1) 同 时 满足 [| F(z,0,0)1dt <+ o, B 
么 令 
flt,r,y) 
i ly¥l<1 


T YX. 
P(e e rE) >1 
则 f(z,z,y) 不 仅 满足 (HY1) 而 且 也 满足 (HY2). 
注 2 在 假设 (HY1) 之 下 ,系统 (17.2) 在 R x R"*" 上 满足 解 的 存在 惟一 性 , 且 任 
一 解 存在 区 间 皆 为 ( — co, + co). 
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定理 17.1 在 系统 (17.2) 中 设 
1” xz =AG)+r 具有 普通 二 分 性 , 即 它 的 解 方 阵 U(1) 满 足 
U(D)PU-I(s) < (>s) 
[UU - P)U-G)I<A (<s) (17.3) 
Er =A(i)z 除 零 解 外 无 其 他 有 界 解 ; 
2” f.p 满足 (HY1) 与 (HY2); 


3” IAk 1 ，, 则 系统 (17.2) 拓 扑 等 价 于 它 的 线性 部 分 
J-C a 
angeman: (T)ar 
so) (es ars 


it H l(:,:)= G(t,:), Bl GU, JURE u 

cf. E)]- Ë) < ke (17.6) 
y y 

该 定理 的 证 明 也 较 长 ,我 们 将 证 明 分 解 成 若干 引 理 . 


XG sau 
用 UER x = A(z)z 的 标准 解 方 阵 (U(0) = I). 用 | taza ” jæ 
Y(t, tos z0, y0) 


X 
示 系统 (17.2) 满 足 初 值 条 件 X (0) = [es 
Y(to) yo 
引 理 17.1 在 定理 17.1 的 条 件 下 ， 对 一 切 1 ,toEGR,zoERn" ,yoERm ,有 
AC t0,T0,Y0) 、 m 
ayo > m + D" 
证 明 h [ALU < AUA IAU) Kal re)1 直 搂 积 分 可 得 
elil < < |U(O0|]<l!:l 


e-alal <lU e!l! 07.7) 


另 一 方面 ,我 们 有 

X(t, torzo) = UUH tozo + UO US (z, t,zaoy0), 
Y(s,to, £0, yo))ds ; 

Y(t,toszo,yo) = x+ | 8C, Xs10,20,30), Ys, torzoryo))ds 


(17.8) 


.128 . 微分 方程 分 类 原理 
关于 yo 微分 上 式 
aX(z ü * 9X(s) aY(s) 
sa =- 上 UDE :CD[7/ = 3y th 2yo Jas (7.9) 
aY(z) 2X() aY(s) 
DA = 1+) [p Iy P ay | 
由 (HY1) 及 (17.7) 有 
all s 
< 人 | a(s) [emt aa Panle Je 
Jy <1+ Jale -elsl axta |, |X| a )e| 
上 面 两 式 相 加 并 利用 贝尔 曼 不 等 式 得 
=l PXU) : ajy k ¿ s. <= (17.10) 
am [Z| eef i PXO + g, KO) ds = D, 由 (17.10) 及 定理 条 
件 有 
aol 
< ìe” 
由 (17. 9) 得 det ZO = det(1+D) >r ya ER. 


318 17.2 ht, to€ R,zo6€ R" er + 
aY(t， seto, |< e lol 


证 明 在 (17.8) 中 关于 MA 
Bt = UOUN) + f UV UA SD + p ZO Ju 


aY) _ ffo 2X6) 9Y(s) 
Ixo =Í [w Ez tp Be Jas 
由 (HY1) 及 (17.7) 得 
0) abn 3 
| 


<eo faofa F] 22 a] 
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Lo lh 
两 式 相 加 并 利用 贝尔 曼 不 等 式 得 
eall [2X] , ze 
To 


<lU 'Go)leo[2| | A(s)ds 
5 


) 


< ell ea 
maf ZH <l ea ig. 
由 引 理 17.1 知 ,5= Y(0,4,z,y) 确 定 y 为 5 JR 083, AA RRGEY y= 


W(t,z,y)(t,r 视 为 参数 ). 
引 理 17.3 对 一 切 上 ER,zER",yERm BA 


Zapa lel 
|< 本 


证 明 由 W 定义 有 
y= W(t,z,y) (17.11) 
y= Y(0,:,=,W(t,z,y)) 
y= W(t,z=,Y(0,t,z,y)) 


9YawW 2Y X- 
在 (17.12) 中 关于 了 微分 得 [= FESE = (ZX) har., 


(17.12) 


3y 


+D, 且 1D|< 吉 二 ,因此 


B|- [r+ 56 Dip: |< 2 
am| a<. 
另 一 方面 ,在 (17.12) 第 二 式 中 关于 工 微分 的 0= W WAY haa 17,2 
maY |< E] 2X <a gi. 
引 理 17.4 对 任意 给 定 的 rE R,EE R",7€ Rn ,系统 
z = A(t)z— f(t, X(t,r,€,7), Y(t,r,é, 7)) (17.13) 


有 惟一 有 界 解 h(z, (z+,é， 7)), 且 |h(z,(r,é, 7))|<kp. 
证 明 $ 


zo(t) = UPUTA, XS, 7, 8, 7) ,ys 7, 6, 0)) ds 
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- [TUOU - PUTOA, Xs rb,), Yssr, én))ds 
直接 微分 可 知 zo(z) 是 (17.13) 的 一 个 解 . 另 一 方面 ,由 (17.3) 与 (HY2) 得 
|zG)| <| TUPU) IF, XC), Ys) lds 


+ LUWA - PUTOL- IF, X6), Y6))las 


Ef TIA, XG).Y(s))| ds < ku 


所 以 zo(z) 是 (17.13) 的 一 个 有 界 解 . 
由 于 (17.13) 是 一 个 线性 非 齐 次 方程 , 且 齐 次 部 分 z = A(1)z 除 零 解 以 外 没 
有 其 他 有 界 解 .因此 zo(z) 是 (17.13) 的 惟一 有 界 解 . zo(z) 显 然 与 (+,&, 7) 有关， 
因此 我 们 将 zo(z) 记 为 h(t,(t,&,7)). 证 毕 . 
R(t,to,T0,y0) 
Y(t,to, To0,y0) 
则 显 见 


> d x 
表示 线性 系 (17.4) 满 足 初 值 条 件 en] = es, 
(to) yo 


X(t,toxzo,yo) = U(t)U-1(to)zo 
了 (t,to,zo,yo) = yo 
引 理 17.5 对 任意 给 定 的 rE R,£€ R",7€ R”, RR 
z =A(t)z + f(t,X(t,r,€,7) + z,W(t,r,é,7)+z, 
Y(t,r,£,70)) (17.15) 
有 惟一 有 界 解 g(:,(r,$,7)), 且 |g(z,(r,é,7))| Skp. 
证 明 对 定义 在 R 上 且 模 不 超过 2ky 的 有 界 连续 函数 =(z) ,用 下 式 定义 映射 T 


人 (=| UPUTA, Xs,r,€,) 


(17.14) 


+ z(s), W(s, X(s,r,€,n7) + z(s),Y(s,r,8,0)))ds 
- [TUOU - PUTOA, X,t) 
+ z(s), W(s,R(s,r,é€,7) + z(s),Y(s,r,€,n)))ds 
显然 | Tz(z)|<kp. 令 上 z| =suplz(z)|, 则 由 (17.3) 和 (HY1), 引 理 17.3 
及 定理 的 条 件 可 得 
l Ts) - Tal) I < a) Las) ~ 65)| 
+ BA | zi(s) - z>(s)| Jas 


+ 全 ac)[ | zi(s) - z2(s)| 
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+ [ZÆ e zo - 00] Jas 
<le- zll 292 <L | z- za l 
于 是 映射 T 在 半径 为 Zeu 的 球 内 有 惟一 不 动 点 zo(z) 
zott) = UCGOPU COG ,X( r, e, D) 
+ zo(s),W(s,X(s,r,8,0) + zo(s), Y(s,r,6,0)))ds 
- [TUOU - PUO, XG, r, e, 


+ zo(s),W(s,X(s,r,£,0) + zo(s), Y(s,r,£,0)))ds 
直接 微分 上 式 即 知 zo (z) 是 (17.5) 的 一 个 解 ,由 于 | zo(1) |< ku, FELA zxo(z) 是 
(17.15) 的 一 个 有 界 解 .下 证 有 界 解 的 惟一 性 . 设 zi(z) 是 (17.15) 的 另 一 个 有 界 
解 , 则 z (+) 可 表 为 


zil) =U U0) zo + UC Us, Xs, r, 8,90) 
+ zils), WCs, X(s,r,€,7) + (s), Y(s,r,€,7)))ds 
= U(t) U (O) + J ULp + (I= P)]U-1(s) fC--)ds 


(其 中 /(…) 同 于 第 一 式 ,以 下 同 此 ) 
同 于 引 理 16.2 的 推理 可 得 


i(t) = UD UHO) ot z1 + z2) + UP US) ds 


- [TUOU - PUH) Cas 


上 式 中 的 左 端 及 右 端的 第 二 、 三 项 都 有 界 , 所 以 U (r) U 1(0)(zo + zi + x2) 
必须 有 界 . 注 意 到 它 是 z = A(z)z 的 一 个 解 ,但 r = A(z)z 除 零 解 外 没有 其 他 
有 界 解 ,因此 必 有 zo + zi+zz=0, 所 以 zi(t) 可 表 为 


a) = UPOS UD PU 
将 上 式 与 zo(:) 的 表达 式 相 减 得 
la) = DIKS" lowpass 


sell 


w lz1(s) - zo(s)| Jas 


+[OG)PU (Ola [lals) — zo(s)| 
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IW 


Ed 


+ emeli] 


| zi(s) - zo(s)| Jas 
pi 2; 
<la sol mT + 2e Jas 
k: 
<L lz- zoll 


MAT | zi - zo IKE | zi = zo | ¿BP z1 (£)=zo( t) -3X (17.15) AA 8 


一 .这 个 有 界 解 自然 与 +,$,7 有 关 , 故 可 记 为 g(1,(r,$,7)). BAI, E, 
9) |< IEE. 


引 理 17.6 a|" } 是 (17.2) 的 任 塌 一 个 给 定 的 解 , 则 系统 


z =A(t)z + f(t,z=(tz) +z,W(t,z(t) + z,y(0))) 
- f(t,x(t), W(t, z(t),y(0))) (17.16) 
有 惟一 有 界 解 zo( + ) 三 0. 
证 明 ”zo(t) 三 0 显然 是 (17.16) 的 一 个 有 界 解 . 有 界 解 的 惟一 性 证 明 完全 同 于 引 
理 17.5, 此 处 从 略 . 
现在 构造 两 个 函数 
| 人 十 | 
H(t ,xr,y) Y(0,t,7x,y) 
S z +g(t,(t,z,y)) ] 
G2(t,r,y) W(t,z + g(t,(t,z,y)),y) 
引 理 17.7 对 任意 jo€ R,zo€ R”, y€ R” 
É 28 sss 
H2(t,X(t,tosz0,y0), Y(t,to, xo, y0)) 


(17.17) 


是 (17.4) 的 解 . 
证 明 用 (zt,X(t,r,&,7), Y(t,r,&,7)) 代 替 系 统 (17.13) 中 的 (rt,&,w), 系 统 
(17.13) 不 变 .又 由 (17.13) 有 和 界 解 的 惟一 性 即 得 
h(t,(#,X(t,r,€,n),Y(t,r,8,n))) = h(t,(r,£,n)) 
于 是 
Hi(t, X(t,to,xo,y0), Y(t,to, ro0,y0)) = X(t,to,zo,yo) + h(t,(to,zo,yo)) 
微分 上 式 并 由 A(t, Cto, zo,yo)) 的 定义 有 
[H G, X), Y())]' 
=A(t)X(t) + f(t, X(t), Y(t)) + A(t)h(z) — f(t, X(t), Y(¢)) 
=A(t)(X(t) + h(t)) = AGH (t,X(z), Y(z)) 
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因此 Hi(t,X(z),Y(z)) 是 系统 (17.4) 的 第 一 个 方程 的 解 . 
另 一 方面 ,由 H 的 定义 有 
H>(z, X(t,to, ro,y0), Y(t, to, x0,y0)) 
= Y(0,2, X(t,to, To,y0), Y(t,to, zo0,y0)) 
Y(0,zo,zo,yo) 
它 不 含 ,因此 它 是 系统 (17.4) 第 二 个 方程 的 解 .证 毕 . 
Gi(t,X(t,to0, zo0,y0), Y(t, to, zo0,y0)) 


" 


引 理 17.8 G (EK wS YG i S 3) 是 (17.2) 的 解 . 
证 明 记 
Gi(t, X(t,to, x0,y0), Y(t,t0, x0, y0)) = p(t) 
Ga(t, X(t,t0,T0,y0), Y(t,t0, x0,y0)) = gq(z) 
则 


p(t0)= Gi(to, To, yo) = To + g(to,(to, To, y0)) 
q(t0)= Ga(to,zo,yo) = W(to, p(t0),y0) 
于 是 由 W 的 定义 及 解 的 性 质 有 
yo = Y(0,t0,p(t0), q(t0)) 
= Y(0,t, X(t,to, p(t0),q(20)), Y(t,t0,p(10), q(t0))) 
又 由 W 定义 得 
Yt,t0,p(t0),g(20)) = W(t, X(t,t0,p(t0), q(t0)), 30) (17.18) 
于 是 有 
X(t,t0,p(t0), q(t0)) 
= AG2)X(zt,to,P(t0),q(t0)) + F(t, X(t,t0, p(t0), g(t0)), 
Y(t,t0,p(t0), q(t0))) 
= AG(z)X(z,to, p(t0), g(t0)) + f(2, X(t,t0, p(t0),9(70)), 
W(#,X(t,t0, p(t0), g(t0)), y0)) (17.19) 
另 一 方面 ,用 (z ,XX(+，r,&,7),Y(z，r,&,7)) 代 替 系 统 (17.15) 中 的 (z,&， 
7) ,系统 (17.15) 不 变 .又 由 (17.15) 有 界 解 的 惟一 性 知 
g(z,X(z,to,zo,yo), Y(t,to,Zo,y6)) = g(z,(to, Zo, y0)) 
从 而 有 
Gi(z,X(zt,to,zo,yo), Y(t, to, Zo, yo)) 
ls; X(z,t0,z0, yo0) + g(t,(t0,z0,y0)) 
即 p(¿)= X(z,to,zo,50) + g(t,(to,z0,30)). 微 分 此 式 并 注意 到 g(z) 的 定义 及 
YC, to, z0, yo)==yo 即 得 
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D(t) =A(t)X(zt,to,zo,yo) + A(t)g(t, (to, zo,y0)) 
+ f(t,X(t,to,zo0,y0) + g(t, (to,z0,y0)), 
W(t, X(t,(t0,z0,y0)) + g(z,(to,zo,y6)), Y(t, tos x0,y0))) 
=A(t)p(t)+ f(t,p(t), W(t, p(t),y0)) 
由 上 式 及 (17.19) 式 知 X(z,to, p(t0),q(t0)) 与 p(1) 都 是 方程 z = A(t)z 
+ f(t,z,W(z,z,yo)) 的 满足 初 值 条 件 z(to) = p(to) 的 解 ,于 是 由 解 的 惟一 性 
(方程 右 端 函 数 满 足 Lipschitz 条 件 ) 有 
p(t) = X(t,to, p(to), q(to)) 


即 
Gi(t, X(t,t0,z0,y0), Y(t,toxzo,y6)) = X(t,t0, p(t0), q(t0)) 
另 一 方面 由 G; 与 W 的 定义 及 (17.18) 式 有 
Galt, X(t, to, zo0,y0), Y(t, to, zo0,y0)) 
= W(t,Gi(t, X(t,to, x0,y0), Y(t, to, zo0,y0)), Y(t, to0,z0,y0)) 
= W(t, X(t,t0,p(t0), q(t0)),y0)) = Y(t,t0,z0, yo0) 
证 毕 . 


引 理 17.9 对 任意 (€ R,z€ R",y€ R” &# 
[HiGt,z=,y) - z=|< k,|H>(t,z,y) - y|< hy 
|[Git,z,y) - z|< ku,|G:(t,z,y) - y|< ku 
证 明 由 H 定义 及 引 理 17.4 立 得 第 一 个 不 等 式 . 由 G, 定义 及 引 理 17.5 立 得 第 
二 个 不 等 式 . 
由 H 的 定义 及 (HY2) 有 
IHali,z,y) - y|= |Y(0,z,z,y) — y| 
= C eG.xG.r,z,9), YG, z,y))ds 
< x< kp 
H G 定义 有 
|Ga(t,z,y)- y| = |W(:,z + g(t,(t,z,y)),y) — y| 
S W(:,z=+g(t,(t,z,y)),y)= yi, Mh W 定义 有 


y= Y(0,t,z +g(t,(t,z,y)),yi) 
于 是 


|G(t,z,y) - y| 
= |y- Y(0,t,z + g(t,(t,z,y)),yı)| 


= EEG +g(t,z,y)),y), 
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Y(s,t,z +g(t,(t,z=,y)),yi)ds 
<< kp 
证 毕 . 
引 理 17.10 对 任意 1€ER,zE R",yE R” MA 
Hi(t,Gi(t,7,y),G2(t,7,y)) = z 
Hy(r,G (t ,z,y),Gx(t,z,y)) = y 


证 明 a 区 人 是 系统 (17.4) 的 任意 一 个 解 由 引 理 17.8 
* À 


了 
Gaz(t,z(t),y(t)) 
a e a 
Hi(z,G((z,z(z),y(z)),G;(t,z(z),y(t))) 

又 是 (17.4) 的 一 个 解 . 记 
H(z,G(z,z(t),y(2)),G,(t,z(z),y(t))) — z(z) = J(z) 
则 由 引 理 17.9 有 
|J(0|<|H,(:,G,(:,z(z),y(z)),G,(z,z(t),y(z))) 
— Gi(z,z=(t),y(t))|+ |Gi(z,z(t),y(t)) - z(t)| 
<2kp (17.20) 


CEET 17.7 


另 一 方面 
JG) =[H(t,G1,G2)] —- z“(z) 
=A(H(t,G1,G2) — A(1)z(t) = A(t)J (£) 
这 说 明 J(z) 是 zx’=A(z)z 的 一 个 解 .又 由 (17.20),J(t) 有 界 .但 x = A(t)= Ë 
零 解 外 无 其 他 有 界 解 , 故 得 J(z) 志 0, 即 
Hi(t,Gi(t, z(t),y(2)), Ga(t, z(t),y(1))) = Zz(z) 
alt) 


mF [EC 


zarometa s 
Hı(t,Gı(t,z,y),G(t,xz,y)) = Z 
最 后 由 G, 的 定义 有 
Gx(t,z,y) = W(z,G,(z,z,y),y) 
又 由 W 定义 有 
Y(0,:,Gi(z,z,y),G;(z,z,y)) = y 
BD H,(z,G1(t,z,y),Gx(t,z,y)) = y. BEtE. 
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引 理 17.11 对 任意 tiER,zrER",yER" 恒 有 GI(t, HI zy) Hz2(tzy)) 
==,GX(t,H(t,r=,y),H>(t,z,y))= y. 


=m 设 (“) 是 系统 (17.2) 的 任 一 解 . 由 引 理 17.7 


y(t) 
| 
oba, 
是 (17.4) 的 解 .由 引 理 17.8 
| 
Pea 5 2 
又 是 (17.2) 的 解 这 个 解 简 记 为 C15 | .又 记 
Gilt) - x(t) = J(t) (17.21) 
微分 上 式 得 
JG) =G/Gt) -z(t) 
=A(t)Gi(t) + f(z,G(z),G;(t)) 
— A(t)x(t)- flt x(t), y(t)) 
=A(t)J(t) + f(t, I(t) + x(t), Ga(t)) 
-f(t,z=(t),y(t)) (17.22) 
由 G2 定义 并 注意 到 Hz(t,z(t),y(t))= Y(0,z,z(z),y(t)) = y(0), 则 得 
G2(t) =W(t,GI(t) ,Hz2(t,z(t),y(t))) 


=W(t,G.(t),y(0)) (17.23) 
又 Y(0,t,z(t),y(t))=y(0), 故 又 得 
y(t) = W(tz(t),y(t)) (17.24) 


将 (17.23),(17.24) 代 入 (17.22) 得 
JG) =AGt)JG) + f(sT(t) + alt), W, J) 
+ alt), y(0))) - f(z,z(z),W(t,z(t),y(0))) 

BDA J C) ÆRE 17.16) 3I 17.6) 8 — AiR, H5 17.9, RJS 
2ky. 于 是 了 (1) 是 (17.16) 的 一 个 有 界 解 . 但 由 引 理 17.6, 方 程 (17.16) 仅 有 惟一 有 
界 解 zo(+) 志 0, 所 以 (1) 二 0. 从 而 Gi(z) = z(z), 即 

Gi(z,Hi(t,z=(t),y(z)),H,(z,z(t),y(2)))= x(t) (17.25) 

xlt) 


AE 】 是 (17.2) 的 任意 解 ,因此 对 任意 LER, 2ER", y€ R” EH Gil, 
HiGt,z,y),Hx(t,z,y))= xz. 
另 一 方面 由 (17.23),(17.25) 可 得 
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Ga(t) = W(z,GI(:),y(0)) = W(z,z(t),y(0)) 
又 由 (17.24), 有 G;(t)= y(t), Bp 
G>x(t,Hí(t,z(t),y(t)),H,(t,z=(t),y(t))) = y(t) 
由 于 (全) 是 (7. 2) 的 任意 解 ,因此 对 任意 € R, z € R", yE R" 恒 有 Ga(t， 
H(t, x,y), Ha(t,xz,y))= y. WE. 
有 了 以 上 诸 引 理 作 准 备 ,定理 的 证 明 就 不 难 了 . 
定理 17.1 的 证 明 记 
z\\_ [Hili,z,y) ;| = 区 
He 人 = 四 Ror FI) [GG(G,Z,y) 
由 引 理 17.10,17.11 知 HC, OÈ RAA SRI, B H C) =G). 
下 面 来 验证 吓人 人 可 是 系统 (17.2) 到 (17.4) 的 等 从 本数, 妈 验 证 及 … 人 
满足 定义 7.1 的 四 个 条 件 . 


uti) n[e[2)) [eo[;))|>( pE ]%stturattayrw 


对 初 值 ， 对 参数 的 连续 依赖 性 及 隐 二 数 对 参数 的 连续 攻 加 性 得 到 ， 具体 的 证 明 是 平 
凡 的 ,此 处 从 略 . 

验证 (ii ) 由 引 理 17.9 立 得 . 

验证 (前) 由 引 理 17.9 立 得 . 

验证 (iv) 由 引 理 17.7 及 17.8 立 得 . 

因此 ,系统 (17.2) 与 (17.4) 拓 扑 等 价 .同时 由 引 理 17.9 知 等 价 函数 满足 


Fw ks 


最 后 ,我 们 指出 ,系统 (17.2) 与 (17.4) 是 否 为 强 拓扑 等 价 可 作为 进一步 研究 的 
问题 . 


17.2 自治 系统 临界 情形 下 的 全 局 拓扑 线性 化 (I) 


本 段 材料 主要 选 自 文献 [22] . 
考虑 系统 
x = Ar + f(x) 
| = Br + g(x,y) (17.26) 
= Cz + g(z) + y(y) 
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这 里 rER,yER,zER,A,B,C EREDE, f.g, p,p MER Lipschitz 
条 件 . 用 | '| 表 示 欧 氏 模 , 用 ReA(A) 表 示 方 阵 A 的 特征 根 实 部 . 
设 ReA(A)<0,ReA(B)>0, 不 失 一 般 性 可 设 


z 

4 < rlz]? (17.27) 
2 

4 >plzl (17.28) 


这 里 ~>>0,po>0 是 常数 .我 们 证 明 
定理 17.2 设 系统 (17.26) 满 足 ReA(A)<0( 即 (17.27) 成 立 )ReA(B)>0( 即 
(17.28) 成 立 ). 


|Rea(C)|< min z£] (17.29) 
lf(z)|< lel (17.30) 
lg(z,y)|< ll (17.31) 
[e(z)|< M|=| (17.32) 
iy(y)1 Miy| (M >0 常 数 ) (17.33) 
则 存在 同 胚 日:R" 一 R"(n = ni+n2+n3) 将 系统 (1) 的 解 映 为 
= = Ar 
5 = By (17.34) 
g =O 


的 解 . 
注 1 DE C 的 特征 根 实 部 允许 出 现 零 . 


注 2 g(z,y) 关 于 z,y 皆 可 无 界 ,例如 取 A(a)=|0 


a, 


2 MESTERE 


全 h(|y| -1z1), 则 g 关 于 z，y We 


注 3 frp y Wu. 
下 面 先 证 若干 引 理 
X(t,y) 
Y(t,z,y) 
Z(t,z,y,z) 
(17.21),(17.30) 式 得 


过 | 工 
dt 


X(0) 
Y(0) 
Z(0) 


用 表示 系统 (17.26 ) 满足 初 值 条 件 的 解 . 由 


< 
a Y: 
z 


£ 
x =Ar+ fla) 2 
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所 以 当 z 关 0 时 ,( 由 (17.30) 式 ,X(t,0) 二 0), 有 
|[X(z,z)|<|X(t0,z)| ei) (t> to) ¢12:39)} 
RA BH A E #0, |X(t,z)| 是 上 的 严格 单 减 函 数 , 当 上 一 + o, 
|X(t,z)| 一 0, 当 t 一 一 co 时 ,|X(t,z)| 一 +co. 于 是 对 任意 给 定 的 1+0, 存在 
惟一 时 刻 Ti(z) ,使 
[X(Ti(z),z)|=1 (17.36) 
显然 , 当 z 一 0 时 
T (z)—-—- oo (17.37) 
由 (17.28),(17.31) 式 得 
dlyl? 
dt |y=Bytg(z,y) 
所 以 当 y#0 B}, (M(17.31) Y(t, x,0)=0),# 
|Y(,z,y)|> | Y(t0,z,y)| eh) (t> to) (17.38) 
因此 ,对 给 定 的 (z,y),(y 天 0)|Y(t,z,y)| 是 +z 的 严格 单 增 函 数 , 当 zco 时 ， 
1Y(tz,y)| 一 +oco; 当 tt 一 -oo 时 ,Y(i,z,y)->0, 因 此 对 给 定 的 (z,y) 存 在 惟 
一 时 刻 Tal, y), tE 


>#lyl? 


|Y(Tz(z,y),z,y)|=1 (17.39) 
显然 , 当 y—0 Bf 
T2(z,y) —+ oo (17.40) 
类 似 地 ,由 (17.27) 式 ,对 任意 给 定 的 5E R“(6 天 0) ,存在 惟一 时 刻 S1(&) ,使 
得 
las‘de|=1 (17.41) 
显然 , 当 6->0 时 
Si (£) >- °° (17.42) 
由 (17.28) 式 ,对 任意 给 定 的 7E R"( 7 天 0) 存 在 惟一 时 刻 S(7) ,使 得 
| eas:(2)7| = 1 (17.43) 
显然 , 当 y—0 PT 
Sa(7) >+ œ (17.44) 


30817.12 3 z 天 0 时 ,Ti(X(t,z))=Ti(zr)-tz3 当 ?天 0 时 ,T2(X(tzr)， 
Y(z,z=,y))= T,(z,y)-— £t. 
证 明 我们 证 第 二 个 式 子 ,第 一 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 . 
由 T; 的 定义 有 
[Y(TxX(X(:,=),Y(t,z=,y)),X(t,z=),Y(z,z=,y))|=1 
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即 | Y(T,(X(:,z=),Y(z,z,y))+t,z,y)| =1. 由 了 惟一 性 得 T(z(tz)， 
Y(z,z=,y))+t= T,(z,y). 
引 理 17.12 证 毕 . 
引 理 17.13 当 6 天 0 时 ,Si(ew6)= S,(£)- r; 3 7 关 0 时 ,Sa(eay)= S,(7) — 1. 
证 明 类 似 于 引 理 17.12 从 上 略 . 


引 理 17.14 LERN ,积分 | e-"p(X(r,z))dr kak. 
证 明 在 (17.35) 中 取 := r, to=04ẸF|X(r,z)| <| ax le™ 4" (r>0). H (17.29) 
式 ,存在 常数 K21,848 | e77 | <Ke5"(r>0). FÆH(17.32)14 

WO “g(X(r,z))dr <fi” Ke5e jar = 12KM|z|r-: 
引 理 17.14 证 毕 . 
引 理 17.15 任 给 ER", YER, RA | TYY Cezy) de Ikea. 
证 明 在 (17.38) 式 中 取 to= r,t =0 48| Ylr,r,y)| <| yles" (<0). h 
(17.29) 式 ,存在 常数 K 之 1, 使 得 |e = | <Ke 6" (<0). F JH (17.33) 

|f ew Y(r,r,y)dr) <Í Keim | ylektdr 


= 12KM|ylp-! 
引 理 17.15 证 毕 . 
I Hi(z) 
记 w=|y|, Yu€ER", 定 义 H(w)=| Hs(z,y) | 如 下 : 
z Hs(z,y,z) 
Hila) = Sas (x #0) 
0 (z = 0) 
H(z,y) = Ka Y(T,(z,y),z,y) (y#0) 
0 (y = 0) 
+= 0 
有 (ziyz) = z + |” eeg(X(rz))dc -| ery YC, zy))ar 
£ 
B EER, ER, ER, j o= 7|，YvER", 定 义 
t 
G1(é€) 
Glo) = |G2(é,7) 
Ga3(€,7,¢) 
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如 下 : 
_ [xC SE), SOE) (天 0) 
ao = (ë= 0) 
Y(- S,(m), X(S;,(m) - S1(€) ,eS E, 5007) (€ Z 0,72 0) 
Ga(€,7) -se (€ =0,7#0) 
0 (q = 0) 


GE O =t | ToX, Ge))ar 
+ WY, GE), GE, 9dr 


Ë 由 于 X(tz) = Ze t ee-o7(CX(r,z))dr, 因 此 当天 0 时 ,Hi(z) 也 
可 表 为 
Hilye Tn (ANa + JOANO (x (=,z))ae) 


==z+ 和 ”or(x(rz))ar 


H2, G1, Gs 也 有 类 似 写法 . 
引 理 17.16 Hi,H2 与 Gil,G; 都 是 连续 的 . 
证 明 只 要 证 明 它 们 在 定义 的 分 界线 处 连续 即 可 . 

由 (17.36),(17.37) 式 , 当 z>0 时 ,Hi(z) 一 0, 这 说 明 Hi(z) 连 续 . 

由 (17.38),(17.39) 式 , 当 >y~>0 时 ,Hz(z,y)-0, 这 说 明 有 (z,y) 连 续 . 

由 (17.41),(17.42) 式 , 当 &->0 时 ,G1(&) 一 0, 这 说 明 G1(&) 连 续 . 

由 (17.43),(17.44) 式 , 当 £—0 BF, X(S,(?) - S1 (E), A59 E)—>0, 4 7—0 
时 ,G2(§,7)0. 这 说 明 G2(&,7) 连 续 . 引 理 17.16 证 毕 . 
引 理 17.17 3 z 天 0 时 , S1(Hi(z))= Ti(z); 当 y 关 0 时 , S:(H2(z,y))= 
T>x(z,y); š #0 8F,T/(G(€))= SI(6); 当 1 天 0 时,Tz(GI(E),Gz(6,7))= 
S2(7). 
证 明 ”我 们 证 明 第 四 个 式 子 ,其 余 几 个 式 子 的 证 明 是 类 似 的 . 

H T: 定义 有 

|Y(T2(G1(§),G2(8,7)),G1(8),G2(8,7))|= 1 
由 Gi, G; 定义 得 
[Y(T>x(G,(ë),G,(6,7)),X(— S,(£),#S%e), Y(— S2(7), 
X(S2(7) - SCE), ASO E), es 7))| = 1 

由 于 
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X(- Si(6),easi(98) =X(- S;,(7), X(S;(m) 
一 Si(6) ,ess(96)) 
所 以 
Y(T>(G((ë),G,(ë,7?)) - S;,(?), X( S;(?) 
w SCE), ASO E) , PS g) =1 
另 一 方面 ,由 (17.43) 式 有 
| Y(0,X(Sz(7) — SE), ASO E), e807)| = |g] = 1 
由 于 对 任意 给 定 的 (z,y)(? 天 0) ,| Y(z,z,y)| 是 上 的 严格 单 增 函 数 ,因此 必 有 
T>,(G,(8),G,(ë,7)) — S2(7) = 0 
引 理 17.17 证 毕 . 
3117.18 任 给 XER",G(Hi(z))=z. 
证 明 当 z=0 时 ,G1(Hi(z))= Gi(H1(0))= G1(0)=0=xz; 当 zz 天 0, 由 引 理 
17.17 及 G1, H, 定义 得 
GHi(x))= X(- SAHI(z)) ,eS HD) H,(z)) 
= X(- Tila), AT) -AT,G) X(T,(z),z)) 
= X(- Ti(z),XCTI(z),z)) = x 
引 理 17.18 证 毕 . 
引 理 17.19 任 给 EE Rn ,HICGIE))= ë. 
证 明 当 &=0 时 ,Hi(G1(§))=Hi(G1(0))=H1(0)=0=&; 当 & 关 0 时 ,由 引 理 
17.17 及 H,,G, 定义 有 
Hi(G1(é€)) 
= e AT(G(0)X(T,(G,(8)),G,(ë)) 
= e AS(0X(S,(€),X(—- SiE), e^S®E)) = £ 
引 理 17.19 证 毕 . 
引 理 17.20 任 给 z€ Ru,y€ R=£,G,(H,(z),H,(z,y))= y. 
证 明 4 y = 0 BF, Gs (Hi(z), H; (z,y)) = G; (Hi (z), H, (z,0)) = 
G,(Hi(z),0)=0=y;34 z==0,yZ0 R}, H31 17.17% 
G2(Hi(z), H(z, y)) 
= G2(H1(0), H2(0,y)) = G;(0,H,(0,y)) 
= Y(- S2(H2(0,y)),0, PS0» H,(0,y)) 
Y(- Ta(0,y),0, E70 -B10 y(T,(0,y),0,y)) = y 
当 z 天 0,y 天 0 时 ,由 引 理 17.17 有 
Gz(HI(z),H2(z,y)) 
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= 了 Y(- S;(Hi(z,y)),X(S;¿(H,(=,y)) - Si(Hi(z)), 
ESI(H(z) H(z)), eB Hr) H,(zr ,y)) 
=Y(- Ta(z,y),X(Tz(z,y)- Ti(z), X(TI(z), zx)), 
ETE) e -BT,(z,5) Y(T,(z ,y),z ,y)) 
=Y(- Tx(z=,y),X(T>(z=,y),z=),Y(T,(z,y),z,y)) = y 
引 理 17.20 证 毕 . 
引 理 17.21 44 EER", 4ER, H(Gi(£),G(£,7))= 7. 
证 明 4 E=0,9=0 BRR. 5 E=0, 740 时 
H(G (£), Ga(£,7)) 
= H2(0,G,(0, 7)) 
= e BT10.G,0.0) y(T,(0,G;(0,7?)),0,G,(0,7)) 
e BW Y(S,(9),0, Y(— S;(7),0,eBS(0y)) 
eY (S37), X(— S2(7),0), Y(— S2( 7),0, PS »)) 
= 9 
当 £0, %0 Bf 
H,(G1(é§),G2(€,7)) 
= e PTAC CAEM y (TAGi), G2(§,7)),G1(8), G2( 8,7)) 
= eP Y(S,(q),X(- S1(€), e520 €), 
Y(- Sz(7),X(Sz(7) - S1(€), ee) E) , EBS: 7)) 
HF X(- SiE), ASE) =X( = Sa(9), X(S2(9) — S1(E), AS E)) ,所 以 
H2(G1(§),G2(€,7)) 
= eS Y(0,X(S;(7) - S1(€),e SH), SD) = y 
引 理 17.21 证 毕 . 
引 理 17.22 任 给 ER",yE€ R",zE R™,G3AHi(z), H(zx,y), H3(£,y,z)) 
= t; 
证 明 由 Hs, Gs 定义 及 引 理 17.18 引 理 17.19 得 
Gs(Hi(z=),H,(z,y),H;y(z,y,z)) 


l" 


= Hx(z,y, z) -| erp(X(r, GHi(z)))ar 
0 
+ P WYG, G Gn(z)),GX(H,(z),By(z,y))de 


= Hs(z,y,z) -Í ps g@(X(r,z))dr 


+ 
0 
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0 
Pe “0(Y(r,z,y))dr = z 


引 理 17.22 证 毕 . 

3117.23 任 给 £€ Ri ,7E R",ç€ R™,H3(G1(é),G2(€,7),G3(§,7,5))= t. 
证 明 

H3(G1(§€),G2(§,7),G3(8,7,5)) 

Glep t+) SAXE dr 


-| EWY, GE), GE, dr 
=% 
引 理 17.23 证 毕 . 
引 理 17.24 #4% z€ R"u,H (X(t,z=))=ZVH,(z). 
证 明 当 z 天 0 时 ,由 引 理 17.12 有 
Hi(X(t,7))= e-ATIOXGz)X(CTI(X(zz))X(Ct)) 
= e AGT(z)-0X(T,(=z) - t, X(t,z)) 
= eAT( X(T,(z),z) 
= eHi(z) 
当 z=0 时 ,上 式 显然 也 成 立 .证 毕 . 
引 理 17.25 #4% ER", yER",H(X(t,£)Y(t,x,y))=e®H:(x,y). 
证 明 当 y 了 0 时 ,由 引 理 17.12 有 
Hy(X(t,z)Y(t,z,y)) 
= eHX DY y(T,(X(z,z), 
Y(t,z=,y)),X(t,z=), Y(t,z,y)) 
= e BTD- D Y(T,(z,y) — t, X(t,z), Y(t,z,y)) 
= Pe D Y(T>y(z,y),z,y) 
= e&Hz(z,y) 
当 y=0 时 ,上 式 显然 也 成 立 .证 毕 . 
引 理 17.26 4% z€ R"u,y€ R%,z€ R" ,Hs(X(t,z),Y(z,z,y),Z(t,z,y, 
z))=e“Hsx(z,y,z). 
证 明 由 H; 定义 有 
Hs(X(t,z),Y(t,r,y),Z(t,z,y,z)) 


= Z(t,z,y,z) + | ep(XCr, X12)))ar 
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- | EWY, Xs), Y(t,7,7)))dr 
= Z(z,z,y,z) +J” esae +r,z))dr 


f exa +r,z,y))dr 


在 积分 中 作 变 量 替换 :+ ==s, 得 
H3(X(t,7), Y(t,r,y),Z(t,r,y,z)) 


= Z(t,r,y,z) + 全 erog(X(sz))ds 


-| ey Y(s,z,y))ds 
微分 上 式 得 
[Hs(XG:,z),Y(:,z,y),Z(t,z,y,z))] 
= CZ(t,z=,y,z)+ p(X(1,7)) + 0(Y(t,z,y)) 


+ cf erp(x(s,2)a -p(X(t,x)) 


- cj ety Y(s,z,y))ds — @(Y(t,z,y)) 
= CHx(X(z,z),Y(t,z,y),Z(t,z,y,z)) 
所 以 
Hs(X(t,z=),Y(t,z,y),Z(t,z,y,z)) 
= eHs(X(0,z=),Y(0,z,y),Z(0,z,y,z)) 


= e#Hs(z,y,z) 
y 
E F 


中 由 引 理 17.18, 17.20, 17.22 得 


< R 


y: = 
t 
G(H(u))=u,B8|8817.19,17.21,17.23,H(G(o))= v. Hi H J R"— R" 的 
双 射 , 且 及 -1= G. 又 由 引 理 17.16 推 知 H 是 同 胚 . 


x 


定理 17.2 的 证 明 u= | 


X(t,z) 
记 U(t,u)=| Y(t,z,y) m 17.24—17.26 表明 H 将 系统 (17.26) 的 
Z(t,z,y,z) 
解 映 为 它 的 线性 部 分 的 解 , 且 


A 
H(U(t,u)) = z H(u) 
e 
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定理 证 毕 . 
下 面 我 们 举 出 临界 情形 线性 化 的 一 个 例 . 
设 
| EA, (17.45) 
z = ZSInZ 


系统 (17.45) 的 线性 部 分 是 
(y = 把 JG) (17.46) 
由 前 文 构造 H 的 方法 ,有 


H (=) = xz,Ha(z,z) = z f +e sin(ze ')dr = z + 1 — cosx 


x 


t fe iz i £ [ )38 (17.45) 的 解 映 为 (17.46) 的 解 , 它 的 和 。 


z + | — cosx 


一 1+cose 


Í, i ) 将 (7.46) 的 解 映 为 (17.45) 的 解 


17.3 自治 系统 临界 情形 下 的 全 局 拓扑 线性 化 (了 [) 


我 们 可 以 沿 另 一 方式 讨论 临界 情形 下 全 局 线性 化 .本 段 材 料 取 自 [23] .考虑 系 
统 
x = Ar + f(z) 
y = By+ g(x) (17.47) 
z = Cz + olz) + g(z,y) 
设 ReA(A)<0, 不 失 一 般 性 有 


[dze] <- alz]? (17.48) 
= =Ar 
这 里 a >0 是 常数 . 
进而 设 |ReA(B)| < 各 ,ReA(C)> 生 ,那么 
lel kell (— o< t< eo) (17.49) 
leS ket (1 >0) (17.50) 
这 里 k> 是 常数 . 
定理 17.3 ” 设 (17.48) 一 (17.50) 成 立 ,又 设 存在 M>0,p>0 使 
LAIS glz (17.51) 


|g(z)|< M|=| (17.52) 
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lp(z)l<p (17.53) 
lgl) - @(z2)|< r|zi - z2l (17.54) 
|g(z=,y)|< M(I|=|+ 1y|) (17.55) 
那么 ,如 果 
4rk < a (17.56) 
则 存在 R"(mn = ni+ n+ n3) RE H # (17.47) kA E RERA 
x = Ar 
y = By (17.57) 
z = Cz 
的 解 . 


注 1 允许 B 的 特征 值 出 现 零 实 部 . 
注 2 允许 f,g 和 9? 都 无 界 . 


先 证 一 些 引 理 . 
X(t,z) X(0) x 
设 | Y(t,z,y) | 是 (17.47) 满 足 初 值 条 件 | Y(0) | = | y | 的 解 
Z(t,z,y,z) Z(0) z 
由 (17.48),(17.51), 易 得 
dlzl? a 
dll? t =Ar+f(x) <- 21: 
所 以 
[X(t x)| S |X ltosz)| e7- (t> to) (17.58) 
这 意味 着 ,对 任意 zx 天 0, | X(t,z)| 是 严格 单 减 函数 ,所 以 存在 惟一 时 刻 T(z) 使 
IX(T(z),z)|=1 (17.59) 
显然 
T(z) 一 -co (2? z— 0) (17.60) 
类 似 地 ,由 (17.48), 当 640, #FfEffË—B2 S(&) 使 
|éSGDr|= 1 (17.61) 
显然 
S(5) 一 -c ( 当 5 一 0) (17.62) 


31817.27 对 任意 z 天 0,6 天 0 和 任意 ER, AMA 
T(X(tz,z=)) = T(z)- t 
S(Z*) = S(#)- 
证 明 见 引 理 17.12. 


引 理 17.28 对 任意 z C R", 积 分 ”eHg(X(r,z))dr 是 收 全 的 . 
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证 明 由 (17.58) 有 


[XG,z=)|< lale (>0) (17.63) 


由 (17.49),(17.52) ,得 


[e E#g(X(r,z=))|< |e P [|M|X(r,z)| 
< ke SM| z | e (Dr 
= kM|=|e Yr (r>0) 


引 理 17.28 证 毕 . 
引 理 17.29 设 上 >0, 那 么 


|Y(tzyy)| 委 (ly|+ eM z 1a)ele) 


证 明 我 们 有 


: 
Y(oziy) = Py + | arog(X(rz))dc 
t 
|Y(z,z,y)|<k|ylete/ + Jaeeye-9M|= lee 
=k| yle: + pM| zl: eter 
=k | y let + kM| z let Ba — e7(50/12)1) 


<(k|y|+ aM |z |a): (20) 


这 就 证 明了 引 理 17.29. 
引 理 17.30 ”对 任意 r € R"u,y € R" 积分 


收效 . 


证 明 


J” ceeCxG,z),Y(e,z,y))de 


由 (17.50),(17.55),(17.63) 得 
[e %g(X(r,z),Y(r,z,y))| 
le “%g|M(|X(r,z)|+ | Y(r,z,y)|) 


< 
< ketm] |z|e-C20° + (kl yl+ M| z laet: ] 


SaM|zle Dr + gM(k|y|+ RM] alat) (e >0) 


引 理 17.30 证 毕 . 
引 理 17.31 对 任意 IE R 积分 


六 crow(x(ra)， Y(rz,y))dr 
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et. 
证 明 我 们 有 


[ey x s), Yr zy) dr 
= [AXC r) Yr zy) dr 

+ 人 ecorowCX(rz),y(rzy))dr 
= [egaa Y(r,z,y))dr 


+ ea| -cy(X(rz),Y(rvzyy))dr 
0 


由 引 理 17.30, 积 分 | eco-94g(X(r,z),Y(r,z,y))dc 收敛 . 引 理 17.31 EP. 


现在 ,我 们 引进 两 个 函数 如 下 : 
X(- S(6),ek(96) (£0) 
G (O - (= 0) 
G2(€,7)=7 -| eg (X(r,G1(§)))dr 
引 理 17.32 G1(&) 是 连续 函数 . 
证 明 由 引 理 (17.61),(17.62) 立 得 结论 . 
引 理 17.33 对 任意 ,EE€ Rn ,7E Rm 有 
| Gileg) |- | X(z,G,(ë)) 
Ga(eak,eag)】 (Y(t,G1(€),G2(8,7)) 
证 明 由 引 理 17.27 得 
Gil") = X(- SCE), ASO Are) 
= X(t — S(6),eas(96) 
= X(t,X(- S(e)，eas(95)) 
= X(t,G1(é€)) 
另 一 方面 ,显然 有 


Gale Pq) = cy - |” e Be XC, GE) de 
= en-] eBg(X(r, XC, GIC) de 


= cg -| eBg(X( + r,G,(0)))de 


(17.64) 


(17.65) 


(17.66) 
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= ec 四 -aerog(X(r,GI(6))dc 


所 以 
(Gz(e4s ,eBay)) = Beg + g(XCGICE))) 


- Beerog(X(r,GI6)))dc 
= BGx(eve, eq) + SCX(GICE))) 


(17.67) 
G,(Zë) Z= Azr+ f(z) 
arsomar eneral CS | 人) 
我 们 有 
| G,(Z“ë) u | | 
Gz(eae ,eag) | (G2(é€,7) 
和 
X(:,G,(8)) GE) 
[ee A P ko 
由 初 值 问题 的 惟一 性 ,我 们 推断 
Ge) ] X(z,G,(6)) 
[rl ee at: 
引 理 17.33 证 毕 . 
定义 
BEE) =| EUX, GE), 
Y(r,G,(8),G;(#,n)))dr (17.68) 


注 3 由 引 理 17.31, 积 分 | cc-oy(X(r,Gi(6),Y(r,Gi(6) ,Ga(6,9))))dr 


收敛 . 
由 引 理 17.33, 可 推断 


Blt,(eVé, etn)) = Blt + h,(é,7)) (17.69) 
引 理 17.34 对 任意 固定 的 &€ Rn ,IE Rn ,5E Rm ,系统 
w= Cu — @(— u + e@t — Blt, (E, 7))) (17.70) 


有 惟一 有 界 解 g(t，(&,7,5)), 它 是 连续 的 ,而 且 | gq(+,(&,7,5))|<4kya 1. 
证 明 由 (17.53),(17.54), 有 
lol- u + Ç - Ba, EDIS y 
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|e(— ur + eg- B(r,(6,0))) — pl- uz + eg - B(t,(6,7)))| 
<rl|u- u| 
由 [17] 的 引 理 1 可 直接 推出 引 理 17.34. 另外 , 易 证 qal, CE, q, ORERE 
u = |” ee oC u + et- pls, CE, 7) )ds a7.71) 
318 17.35 HÈ t,hER, EER", }ER", ERA 
q(t, (eE, eq, e™g)) = q(t +h, (£,7,6)) 
证 明 由 (17.69) 和 (17.71) 得 
qalt, (eE, eq, ek) 
= | eng als we, en, et)) 
t ecec5 — BCs, (eE, en)))ds 
= J” eee als, (Ag, eq, ert)) 


+ e+e — Bls + h,(€,n)))ds 
另 一 方面 ,由 (17.71) 得 
q(t+ h,(t,n,t)) 


= J eng gls (E0 E) + e- B(s,e,0)))4s 


+ 


(s=5+h) [+= . 
— J ep alsi + h,(6,n,0)) 


+ ecte — Bls + h,(6,9)))ds 
由 (17.54) 得 
|g(t(ewe,eay,ect)) -qalt +h, (ED))| 


< le als (E,d, e?) — qls + h,(€,7,8)) | ds 


< ggl aC (E, P0) = qls + he E) | kO rds 


= 4kra™' apl q(s,(##%,#"ng,e%t)) -qls +h, (E, 
因为 4kra 1<1, 所 以 
q(z,(##t,eq,e%t)) = q(t + h,(t,0, 0) 
这 就 证 明了 引 理 17.35. 
31 17.36 设 
z(t) 
加 
z(t) 
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是 系统 (17.47) 的 任意 解 ,那么 系统 
u” = Cu + plu+ z(t)) - plz(1)) (17.72) 
有 惟一 有 界 解 (1)=0. 
设 wa(z) 是 (17.72) 的 有 界 解 , 使 用 引 理 17.34 的 方法 ,可 将 uo(1) 写 成 如 下 
形式 
ualt) =- | een guols) + z(s)) = #(z(s))]ds 
由 (17.50),(17.54) 有 
(uot) |< | kersto uols) |as 


sa 
< I uo | f’ kretas 
; 


= 4kra™ || uo | 
所 以 
İl uo || < 4kra™! || uo || 
由 于 4kra-'<1, 因 此 uo(t)=0. 
这 就 完成 了 引 理 17.36 的 证 明 . 设 


z 
a= jy 
z 
EX H WMF 
Hi(z) 
H(a) = | H,(z,y) 
Hs(z,y,z) 
这 里 
H((z) sje SS Ti (z=0) 
0 (z = 0) 
H>(z,y) = y + 人 g(X(r,z))dr 


Hs(z,y,z) =z + ecp(Z(r, zy,s) dr 
+Í” ecyp(X(r,z), Yr, zy))ar 
注 4 由 (17.59),(17.60), 当 zx>0 时 ,Hi(z)>0, 所 以 Hi(z) 连 续 . 
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定义 G 如 下 
G(b) = | G2(€,7) 
Gs(ë,n, t) 
这 里 Gi, Gz 由 (17.64),(17.65) 定 义 ,Ga 定义 如 下 : 
GEDE) =E- AOE E) = |” eX, G8)), 
Y(r,G1(€), Ga(£,9)))dt 
我 们 将 证 明 H 将 (17.47) 的 解 映 为 (17.57) 的 解 ,同时 H = G. 
引 理 17.37 对 任意 EE Rn ,IE R”, CE R" 


G1(€) | 


Gile“) X(1,G1(€)) 
Gal, en) |= Y(¿,G((6),G;(ë,n)) | 
Ga(eré, eq, et)) UZO, GCE), Ga(£,7),G3(£,9,%)) 
证 明 由 引 理 17.33, 我 们 得 到 
| Gileg) }-[ X(1,G1(€)) 
Ga re, n) i | (7.73) 
由 引 理 17.35 和 (17.73) 得 
Gal g, y, ç) 


= et = qO, (ee, e, O) -| e CUA CEGE), 
Y(t, Gile™Ẹ)), Goleg, eBn)) dr 

= e = alt (Emt) = |” AXE, XG G.(e))), 
Y(r,X(z,G,(8)), YG, G1(€),G2(£,7)))dr 

= e = glt Ep E) = S EXC + t68), 
Yle + ,G1(8), G2(€,7)))dr 

= eg = at (Ep E) - [TEX EG), 
Yle, GE), Ga(£,7)))dr 


由 (3. 
EGI op (0,(€, 1,6)) - BC,(€,D)) 
于 是 
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[Gs(Zu£,#*g,et)Y 
= Gç - Calt, (E, ¥)) + pC q(t,(é,7,56)) + et 
= BG:,(6,9))) + AXC, GCE), Y(t, GE), G2(£,7))) 


-cj PAXE, GCE, YC, GCE), G£, 7))dr 


= CGs( “£,Ë, eÇ) + oCG3le™, n, Gk) 
+ @(X(¿,G((8), Y(t,G1(§),G2(€,7)))) 


Gile“) 
由 (17.73) 可 推断 | Gale, en) | 是 系统 (17.47) 的 解 . 
G3le™g, zg, e) 
我 们 有 
Gileg) G (ë) 
Gal v£, e™n) = ox 
Ga(e4e ,eay ,ec5) Pe Gs(ë,n, t) 
另 一 方面 
X(t,GI(E)) GI(6) 
Y(z,G.(6),G;(ë,n)) | = ce | 
Z(t,G1(§€),G2(€,7),G3(€,7,8)))| -0 Ga, 7%) 
由 初 值 问题 的 惟一 性 ,可 以 肯定 
G (Z*e) X(t,G1(é§)) 
Gale"g, en) |= Y(2,G1(€),G2(€,7)) | 
[Gs(ere, en, ep] (ZC, GCE), GE, 0), G3(E, 7, ¢)) 
引 理 17.37 证 毕 . 
31 17.38 ”对 任意 +€ R"u,yC€ Rn,zERn 
FICX(t,z)) eHi(zx) 
Ha(X(t,7), Y(t,z,y)) |- feo | 
Hs(X(:,z=),Y(t,z,y),Z(t,z,y,z)) e#Hy(z,y,z) 


引 理 17.38 的 证 明 类 似 于 引 理 17.37, A 88. 

引 理 17.39 对 任意 1+0 和 《天 0, 我 们 有 
S(Hi(z)) = T(x) 
T(G.(ë)) = S(ë) 

证 明 类 似 于 引 理 17.17, 从 略 . 
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313 17.40 设 
= 
-E 
z 
那么 ,对 任意 a € R" 有 
G(H(a)) =a 


证 明 如 果 z 天 0, 由 引 理 17.39 得 
G (H (z))= X(- S(H(z)),#SGH,(2))H,(x)) 

= X(- T(=),ZAT()e -AT() X( T(z),z)) 

== (17.74) 
当 z=0 时 ,上 面 的 等 式 也 成 立 . 
H H> 和 G 的 定义 ,有 

Ga(Hi(zx), H(zx,y)) 
0 


= Ha(z,y) -| eg(X(r,G(Hi(z)))ar 


=y+ Way a - g(X(r,z))dr 
三 (17.75) 
由 H3 和 G3 的 定义 ,有 
Ga(Hi(zx), H(z,y),H3(z,y,z)) 


= Hx(z,y,z) -—q(0,H (z=),H>y(z,y),Hy(z,y,z)) 
-| SUX, Ga), 
Y(r,GI(H((z)),G,X(H((z),Hx(z,y))))d= 


= 
==, [U cp(z(rziyz))dc 


+ [TEUA l,a), Yr ry))dr 
— gq(0,Hi(z), Ha(z,y), Ha(z,y,z)) 


£ [ety Y(z,z,y))d= 


+% 
=z +f e%g(Z(r,z,y,z))d= 


-q(0,H(z=),Hx(z,y),Hs(z,y,z)) (17.76) 
定义 
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J(z,y,z) =| esp(z(rryz))dr 


—q(0,H (z=),H>(z,y),Hs(z,y,z)) 
由 (17.50) 和 (17.53) 及 引 理 17.34 得 
|J(z,y,z)|< 8kpa™! (17.77) 
由 引 理 17.35 和 17.38 得 
J(X(z,=), Yt,z,y),Z(t,z,y,z)) 


š J” eZ xe), Y(t,z,y),Z(t,£,y,z)))dt 


-q(0O,H (X(t,z=)),H,(X(z,z=),Y(t,z=,y)),Hs(X(t,z), 
Y(t,z=,y),Z(t,z,y,z))) 


= ep(2(r + t2, y,2))dr - q(0,(Z9HÚ(z), 
eH(x,y),eH;(z,y,z))) 
= JTE, zy, 2)ar - q(t,(Hi(z), H(z,y), Ha3(zx,y,z))) 


BHJO)=J(X(t,£),Y(t,£,y),Z(t,£x,y,z)), H31% 17.34 及 (17.74)， 
(17.75) 得 


JG) =c” eec5o(Z(e,z,y,z))de — g@(Z(r,rz,y,z)) 


- Cq(t,H (z=),H,(z,y),Hy(z,y,z)) 
+g(-q(z,H(z=),H;(z=,y),Hy(z,y,z)) 


+e“H,(z,y,z)— Blt,(Hi(z), H(z,y)))) (17.78) 
由 Hs 定义 得 
eoH3(z,y,z) 


= eÍ: + 人 ecp(Zr,z,y, 2)dr 
+ 人 exta), Y(r,z,y))de ) 

= er + | ee-5CGe(Z(Ce,z,y,2)) + 9(X(r, z), 
Y(rz,y)))ar+ 站 ecorog(Z(rzyz))dr 


十 [enyx(r,z), Y(r,z,y))dr 
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A cotrog(Z(rziyz))dr 


十 [Teyta Y(r,z,y))dr 
另 一 方面 ,由 (17.68),(17.74) 和 (17.75) 得 
BG (Hi(z),Hy(z,y))) = | ”ee-99(xCe,z),Y(e,z,y))de 


所 以 ,由 (17.78) 得 
J G) = O(t) + pl) + Z(t,z,y,z)) - @(Z(z,z,y,z)) 
由 引 理 17.36 及 (17.77) 可 推断 J (z )=0. 
由 (17.76) , 立 得 
Gs(H (z),H>y(z,y),Hs(z,y,z)) = z (17.79) 
由 (17.74),(17.75) 和 (17.79) 即 可 推 得 引 理 17.40. 
引 理 17.41 设 


那么 ,对 任意 b€ R" 有 
H(G(b)) = b 
证 明 ”如果 & 取 0, 由 引 理 17.39 可 得 
Hi(G1(é€))= e“ AT(G(0) X(T(G,(ë)), G, (8)) 

= e SHOX(S(E), X(- SCE), AS®E)) 

=ë (17.80) 
当 £=0, Fifi3estaB yk ar. H H, 和 G, 定义 ,有 

H,(G,(ë),G,(ë,7)) 


= Gales) + |’ eBg(X(r, G1) dr 
= q- fi CPe(xCe,G,(e)))ar 


n os 


= (17.81) 
我 们 证 明 BGO, Ga(£, 1), G3(£, 7, ¢)) = £. H (17.50)(17.53) M313 
17.30 


|Hs(z,y,z) - z| 
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二 | Gg(Z(r,z,y,z))dr 


+ |” CCe(xCr,z),Y(r,z,y))de 


<|”, esa + |” [RM alet + Myl) 
0 0 
12 -Lo-(a/l2)r 
+ kM | zla`'e >. Jdr 
= 4kpa™' + 2kM | x |a"! + 12kM(k | y| + em| zla"1)a"! 


= 4hpa t+ (2kMa™ + Hk? Ma 2)|z |+ 22 Ma” 1|y| (17.82) 
由 引 理 17.34 有 
|G3(€,7,5)— ¢| 
< lalo, en Dl || ecy(x(r,GH6))， 
Y(t,G1(§),G2(§,7))) dr| 
< ka"! + (kMa! + Hk? Ma 2) 
* |Gi(é)|+ 12k?Ma | G;(€,7)| (17.83) 
由 (17.82) 和 (17.83) 得 
| H3(Gi( eE), Gal "E, eBn), G3( ese, en, ek) — et | 
< | H3(Gi (e^), Ga(eNé, ey), Ga eiE, en, ert)) 
一 Ga(eNé ,ea ,ec5)|+ |Ga(eé, ea, et) — eƏt| 
< 4kpa™! + (2kMa `! + 1k? Ma ?7)| G (Z%ë)| 


+ 12k? Ma! | Ga( £,Ë) | + 4kpa™! + (2kMa `! 
, 144 


5 k M'a -2) | Gi (e™£) | + 12k?Ma ! | G;( vë, y) | 
= 8kpa™! + (sema + Birma =)1G， (eas)| 
+ 24k?Ma!| G;( Z€, e™n) | (17.84) 


由 引 理 17.29, 引 理 17.39 及 (17.58) 得 
|Gi(e*£)| = |X(z,G,(ë))| 
< |G (&)| 2: (¿>0) 
|G,x(Z*ë,##g)| = | YG ,G,(8),G,(ë,?))| 


第 四 章 “拓扑 线性 化 * 159 - 


< (l GAEPD |+ Yml G (8) *| Jeor G>0) 


所 以 
|H3(Gi(eYé), Ga(eré, en), G, (eg, eq, ek) — ece| 


< Bhpa ! + (4kMa™' + 28Ek2 Ma2) | G (8) | e" ter 
+ 24k?°Ma (k| G2(£,7)| 


AMIGE) aee (20) 


另 一 方面 ,由 引 理 17.37 和 引 理 17.38 得 
Hs(Gi(Z“€),G,(Zv£,¿#%9),G,(Zg, eg, Gt)) 
Ha3(X(1,G1(§)), Y(t,G1(€),G2(€,7)), 
Z(t,Gı(€),Ga(£, 7), G2(£,7,%))) 

= eĉH3(Gi(£),Ga(£, 1), G3(£,7,¢)) 
所 以 , 当 1 三 0, 有 

| eSH3(G1(€), G2(€,7),Ga(€,n,5)) - et] 


288,2 M?a™?) | Gi (£) | (64: 


< Bkpa™! + (4kMa "1 + 2 
+ 24k?Ma ~! (k| Gx(ë,n) | + 1 M| G18) |a) gun 
也 就 是 
| eet H (GIE), G£, 7),Ga(€,7,5)) - 0) | 


< 8kpa le + (4kMa™! + 288: Mša 2) | G (ë) | e 5212: 


+ 24k?°Ma (k | G;( ë, Di lM| GE) la) 


def_ 


— Pe- (a/6)t + Qe (5a/12)t +L (t >0) 
因为 ReX(C)>a/4, 当 1 一 + oo, 如 果 
H3(G1(é),G2(€,7),G3(8,9,5)) - £ 0 
那么 
ece DHAGI(E), Ga,7), GCE, 7, €)) 一 划一 oo 

然而 , Pe CO + Qe (SaDt + | S L < eco. 这 个 矛盾 意味 着 

H3(G1(§),G2(€,7),G3(€,7,5))=¢ (17.85) 

引 理 17.41 证 毕 . 

定理 17.3 的 证 明 ”由 引 理 17.38,17.40,17.41, 可 知 电 是 R* 的 双 射 , 而 且 将 系统 
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(17.47) 的 解 映 为 线性 系 (17.57) 的 解 .由 引 理 17.32 及 注 4, 可 知 H, 和 G, 是 连 
续 的 .又 由 解 对 初 值 的 连续 性 ,可 知 H;, Hs, G2, Gs 也 连续 .所 以 H 是 同 胚 .证 
毕 . 


$18 积分 流 形 附近 的 线性 化 


在 $17 中 我 们 讨论 了 临界 情形 的 线性 化 ,在 这 一 节 中 我 们 沿 着 另 一 条 途径 来 
讨论 线性 化 问题 .在 本 节 中 ,我 们 对 非 线性 部 分 不 附加 强 的 条 件 ,但 线性 化 仅 对 部 
分 变 元 进行 . 

本 节 的 材料 取 自 文献 [24]. 


考虑 系统 
a 0 z fGt,z,y) 
(人 = [ A Kea 98-1) 
LER”, YER". AMENE R 上 ,连续 有 界 .显然 这 时 线性 部 分 不 具有 指数 型 二 
分 性 .因此 系统 (18.1) 属 于 临界 情况 . 
定理 18.1 对 系统 (18.1) 作 以 下 基本 假设 
1” z =A) 具有 指数 型 二 分 性 , 即 它 的 基本 方 阵 Y(t) 满 足 
| Y(t)PY (s) IS ke 2e(r) (¿> s) 
I YG) — P)Y 1(s) | keD (¿< s) 
2 (trz,y),g(t,z,y) 满 足 
Ifl zi yi) = f(t,z2,y2)|S<qilzi zal+ Niy- yal 
|g(z,z,y)|<# 
lalt ziyi) -g(t,z2,y2)|<q,.[|zi - z>| + lyi- yl] 


(18.2) 


2 
3 aLi amin Np e |, 


(A) 存在 连续 函数 V(t,z)E C(RX R”, R”) ÑR 
[V(¿,z)|<kua "1 
IV(z,zi)- V(t,z>)|<8ka ` 1q;|zi— zl 
同时 y= V(t,z) 是 系统 (18.1) 的 一 个 积分 流 形 , 即 若 z(1) 是 z =f(t,z=,V(t, 
mammal ZE Jeanas a(z kasna a s) 
有 界 ,那么 y(t)= V(t,z(t)). 
Hi(zt,z,y) 


(B) 存在 连续 函数 H(z,z,y)= 站 (| 
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(|) 对 固定 的 1,H(1，") 是 Rn- 一 Rn+m 的 同 胚 ; 


z(t) , [Bi Gr, z(t),y()) 
CD (js | 
|£ T ez Ves) ia 
y =A(t)y 
的 解 ; 
eaa )=L0,) [t kassan (e(O ))z 
(18.1) 的 解 . 


定理 18.1 的 证 明 篇 幅 较 大 ,读者 可 参考 文献 [24] ,本 书 不 准备 复述 了 . 
在 文献 [24] 的 划 础 上 我 们 可 补充 证 明 下 列 事实 ,| HC) (arx 


3 
上 (+，) 也 可 证 明 同样 事实 ,因此 系统 (18.1) 拓 扑 等 价 于 (18.3). 这 样 就 完成 了 部 
分 变 元 的 线性 化 . 


$19 FARE 


若 对 任意 数 &,F(Az)= 如 FA(z), 则 称 f EF m 次 函数 . 若 系统 > =/(z) 的 
右 端 几 z) 是 齐 次 函数 , 则 称 该 系统 为 齐 次 系统 . 显然 线性 系统 是 齐 一 次 系统 . 

齐 次 系统 性 质 与 线性 系统 有 某 些 相近 ,类 似 于 非 线性 系 的 线性 化 ,我 们 也 可 以 
考虑 非 齐 次 系 的 齐 次 化 . 但 非 齐 次 系 的 齐 次 化 只 能 考虑 局 部 的 . 这 是 因为 齐 次 系 
(线性 系 除外 ) 的 解 一 般 只 能 单 向 延 拓 , 即 解 存在 区 间或 为 ( - co, a ) 或 为 (a， 
+ oo), 本 节 材 料 主要 取 自 文献 [8]. 


19.1 局 部 拓扑 等 价 的 一 个 条 件 


考虑 系统 
x = f(t,z) (19.1) 
f€ C(RXD,R"),Jt:h D ÆR” 中 原点 的 一 个 邻 域 .又 设 F(z,0) =0. 
定义 19.1 设 Z(t) 是 (1) 的 任意 一 个 解 , 若 存在 原点 的 一 个 依 域 GCD 及 常数 NN 
>0, 使 对 任意 1,sER, 只 要 | z(t)|r Ft, s 之 间 ICG, REA 
Iz(z)| < lz(s) All 

MAR A 38019.1686 8.5 tp D Lak. 
引 理 19.1 EA ->0,5|z|<r #,|f(:,z)|Sk|zl|!t°(k>0,s2>0 是 常 
数 ), 则 (19.1) 在 原点 近 旁 局 部 有 界 增长 
证 明 设 z(z) 是 (19.1) 的 解 , 则 有 
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ss lss 


KE r<1, G= zllz|<r|, 则 在 G 内 有 | 到 3091|<tlz(91. 从 * 到 * 


积分 上 式 得 | ER <el- BD 


[z(s)| 
lalt) ISI z(s) | et 
证 毕 . 
现在 考虑 两 个 系统 
= f(t,z) (19.2) 
y = e(t,y) (19.3) 
f,pEC(RXR",R"). 设 f(1,0)= p(t,0)=0. 又 设 (19.2),(19.3) 在 Rx R" 中 
满足 解 的 存在 惟一 性 . 
定理 19.1 H /G(,0)= 2(r,0)=0,E#ñ# m>14k|fGr,z)|S<L|z|"”,le(t, 
z)|<L|z|",X.## V:R x R"'—R" 满足 
C; l x IPS V(tz,=)< CG,| z! 
V(z,z) PANE 
E di |< 012 ' 
Ea s (19.3) = 了 lz less 
这 里 Ci, C2, B, 0 均 为 正 的 常数 . 那么 在 原点 近 旁 , (19.2) 局 部 拓扑 等 价 于 
(19.3). 
证 明 用 X(Ct,to,zo),Y(t,ioyyo) 分 别 表示 (19.2),(19.3) 满 足 初 值 条 件 X(to) 
= zo, Y (to) = yo 的 解 .有 时 也 有 以 z(+),y(z) 简 记 (19.2) 与 (19.3) 的 非 零 解 . 
由 条 件 有 


WaN <- gi z(a) orm! 
<= TCi-(erm-D4[ V(t,z(t))](ptm-DA 
记 
TCD = C (G >0), PHA ita (o>0) 
dV(t,z(t)) 
WATY, zt) < — Csdt. 


设 ts, A s 到 z 积分 上 式 得 
Lives, zls) = V,a IK- GU — s) 
即 
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V ° (z,z(t)) > V ° (s,z(s)) + oCs(t — s) 


V(z,z(2)) < [V °(s,z(s)) + Clt- )] (>s) (19.4) 
因此 V(t,z(t)) 是 严格 减少 函数 , 且 当 :一 + co 时 V(t,z(1)) 一 0. HER 
s,t 对 调 , 则 容易 看 出 t 趋 于 某 值 时 V(t,z(z))-* + oo. 因此 对 任意 给 定 的 rE 
R,sE R", 必 存在 一 个 确定 时 刻 TC, eE 
V(T(r,ë),X(T(r,ë),r,ë)) = 1 (19.5) 
类 似 地 也 存在 一 个 确定 的 时 刻 S(r,6) 使 
V(S(r,é€),Y(S(r,é€),r,£)=1 


现在 定义 两 个 函数 
it p= [ZETE DXT EDD) (#0) 

- 0 (£=0) 

gte, |Z ESED YED re) (6+0) 

0 (6=0) 


由 T(r,$) 定 义 ,定理 条 件 及 引 理 19.1, 在 原点 近 旁 有 
1= V(T(r,ë),X(T(r,ë),r,ë)) 
<Ci l X(T(r,€),r,€) 18 
< Ci I € ANITO- (N 是 一 个 正常 数 ) 
所 以 
e IT(r,D-r! < Ci 二 16 Ñ (19.6) 
由 定理 条 件 及 h 定义 有 
C2 1 h(r,ë) I< V(r,h(r,é)) 
= V(r,Y(r,T,X(T,r,ë))) (19.7) 
另 一 方面 , 当 |&1<C7'% 时 
V(r,€)< C, I£ I <1 
即 
V(r, X(T,r,é€))<1 
由 (19.5) 及 V 的 严格 减少 性 质 有 
T(r,é)<r (19.8) 
ERME <C 时 成 立 . 
我 们 注意 到 (19.4) 中 的 LRR >(z) 时 (19.4) 式 仍然 成 立 . 因此 由 (19.4)， 
(19.7),(19.8) 得 
C2 lh(r,é) I< V(z,Y(r,T,X(T,r,ë))) 
< [V “(T,Y(T,T,X(T,r,#)))+ oCa(r - T)] 1 
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= [1 + aG; (z - T) J" (19.9) 
H(19.6),(19.8), 4 | #| <Cr 1⁄ Bf 
r— T > ln [ Cr | £ (NJ 


事实 上 
Y(T(r,é€),r,h(r,é€)) 
= Y(T(r,é€),r,Y(r,T(r,é€),X(T(r,é€),r,€))) 
= X(T(r,é€),r,é€) (19.10) 
另 一 方面 


1= V(T(r,&),X(T(r,#),r,8)) 
(由 (19.10))=V(T,(r,é), Y(T(r,€),r,h(r,§))) 
故 又 有 
1= V(S(r,h(r,é€)),Y(S(r,h(r,é€)),r,h(r,é€))) 
比较 上 面 两 个 式 子 ,并 注意 V(t ,Y(t,r,h(r,&))) 关 于 的 严格 单调 性 则 得 


S(r,h(r,8)) = T(r,é) (19.11) 
于 是 由 g 的 定义 有 
g(t,h(r,€)) =X(r,S(r,h(r,€)), Y(S(r,h(r,é€)), 
rt,h(r,é))) 


(由 (19.11)) =X(r, T(r,é),Y(T(r,é),r,h(r,€))) 
(由 (19.10)) =X(r,T(r,é), X(T(r,é),r,é€)) 
=£ (19.12) 
类 似 地 可 证 A (r,g(r,e))= e. 
所 以 对 固定 的 +,h (1，*) 是 R'— R" 的 双 射 , 且 h-1(:,*)= g(t，,*). 由 于 
h(r,&),g(rt,&) 皆 连续 ,所 以 对 固定 的 1,h(i，*) 是 R"— R" 的 同 胚 . 
现在 证 明 ,h(t,X(t,to,zo)) 是 系统 (19.3) 的 解 .事实 上 ,由 X(t,to,zo)= 
X(tt),X(t,to,zo)) 及 下 (to,zo) 的 惟一 性 可 推 得 
T(to,zo) = T(t,X(t,to,zo)) (19.13) 
于 是 
h(t,X(t,to,zo)) 
YGz,T(z,X(t,to,z0)),X(T(t,X(zt ,to,z0)),t ,X(t ,to,zo))) 
Y(z,T(to,z0), X(T(to, x0),t, X(t, to, x0))) 
= Y(t,T(to,zo),X(T(to,zo),to,zo)) 
所 以 有 (t,X(t,to,zo)) 是 系统 (19.3) 的 解 . 同 理 可 证 g(z,Y(t,to,yo)) 是 (19.2) 
的 解 . 
于 是 按照 定义 8.2, 系统 (19.2) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 (19.3) ,证 毕 . 


lI 


(19.14) 


lI 
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定理 19.1 的 证 明 思 想 对 自治 系 也 是 成 立 的 . 
考虑 自治 系 
x = f(z) (19.15) 
y = p(y) (19.16) 


设 f, pEl(RXR”,R”), f(0)=p(0)=0. 又 设 (19.15),(19.16) 在 原点 邻 域 满足 
解 的 存在 惟一 性 . 
定理 19.2 i& /(0)=g2(0)=0,E##£ m>14&|f(z=)|<L|<=|”,le(z=)| < 
L|z|"”,X&# V:R"'— R 满足 

C, I! z I< V(z=)<CO;, ! <= !Ë 

l 


(19.15) < 7 lz ke 
W| ye 

(19.16) 

这 里 C1,C2,7 是 正 的 常数 . 则 系统 (19.15),(19.16) 在 原点 邻 域 拓扑 等 价 ( 按 定义 
6.3 意义 ,等 价 函数 不 含 1). 


注 在 定理 19.1 的 条 件 中 ,将 


a| pS nalen, aD) <geen 
dt (9.2) (9.3) 
分 别 改 为 
ta| >7lzlet"-! ,| 三 外 zlprm-1 


(19: 2 (19.3) 
定理 的 结论 仍然 成 立 .实际 上 只 要 作 一 时 间 变 换 := — :“ 即 可 .关于 定理 19.2 可 类 
似 地 加 此 说 明 . 
定理 19.2 的 证 明 ”实际 上 我 们 只 要 证 明定 理 19.1 中 的 等 价 函数 h(1,x) 在 定理 
19.2 的 条 件 下 与 + 无 关 即 可 . 
由 定理 19.1 的 证 明 过 程 可 知 
RC Y(z,T(z,=),X(T(t,z=),t,z)) (z =0) 
0 (z=0) 
其 中 T(z ,xz) 满 足 
V(T(z,z=),X(T(:,z),t,z=)) = 1 (19;19) 
同时 对 给 定 的 :,z,T(z,z) 是 惟一 的 . 
在 定理 19.2 中 , V 与 :无关 ,所 以 (19.17) 改 写 为 
V(X(T(:z,z=),t,z=)) = 1 (19.18) 
另 一 方面 由 自治 系 性 质 有 
X(T(t,z),t,z=) = X(T(t,z) -zt,0,z)( 参 考 引 理 15.9) 
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所 以 (19.18) 可 写成 
V(X(T(:,z=) —t,0,z)) =1 (19.19) 
又 由 T(z:,z) 的 定义 有 
V(X(T(0,z),0,z=)) = 1 (19.20) 
比较 (19.19) 与 (19.20). 由 T(z,z) 的 惟一 性 得 
T(t,x) -t= T(0,z) (19.21) 


由 自治 系 的 性 质 ( 引 理 15.9) 及 h(t,z) 的 定义 并 注意 (19.21) , 则 得 +>0 BF 
h(t,z=)= Y(t ~ T(z,z=),0,X(T(t,z) — t,0,z)) 
= Y(- T(0,z=),0,X(T(0,z),0,z)) 
显然 与 (328. 证 毕 . 


19.2 齐 次 化 


考虑 非 齐 次 自治 系统 
z = f(x) + p(x) (19.22) 
ZER",f,pEC(D,R"),D ÆR" 中 原点 的 邻 域 , F(0) = p(0)=0. 
定理 19.3 设 / 是 齐 m 次 函数 (m 之 1), 又 设 
x = f(z) (19.23) 
的 零 解 渐 近 稳定 .同时 设 


lm. ell = 0 
= |z| 


则 系统 (19.23) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 齐 次 系 (19.23)， 
证 明 由 于 系统 (19.23) 的 零 解 渐 近 稳定 , 由 Massera 定理 ( 见 文献 [25] 第 48 页 ) 


存在 正定 函数 voeo gva] po ŽRK 


> EA) <- W(z) 
W(z) 是 正定 函数 . i h>0 充分 小 时 ,V(z) = h BA IRAZEKI T, 
记 为 S. 由 于 ,if lal >0, 于 是 存在 常数 p>0 使 
È Yf) <-p (19.24) 


记 DV= (X,Y) ut s EA 
IDV|< M,|fl<M (19.25) 
于 是 在 S 上 有 


> SEñ(a)(|DV I| fl <- i (19.26) 
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iË P ES 上 任意 一 点 ,用 9(P) 表 示 过 P 点 的 积分 曲线 的 切 方向 与 曲面 S fE P A 
的 外 法 线 的 交角 , 则 (19.26) 可 改 为 
cos0(P) <- É 
作 原 点 到 P 的 射线 ,将 向 径 OP kk 倍 (0<&< + co ) ,得 一 相应 的 点 P,,WJ S, 
= |P,|P€ S| 5 S 相似 的 闭 曲 面 ,我 们 有 
(y: = f(P,) = K”f(P) = K"), (19.27) 
这 说 明 过 Pi 点 的 积分 曲线 的 切 方向 与 过 P 点 的 积分 曲线 的 切 方向 是 一 致 的 . 又 


因为 S, 与 S 是 相似 的 ,所 以 S, 在 Pi 点 外 法 线 方向 与 S 在 P 点 的 外 法 线 方向 一 
致 ,于 是 


cos8(P,) = coos0(P) <- 55 (19.28) 


从 而 对 任意 及 Si 是 任意 点 P, 有 各 + ae<<r,a Ë [0, Z ) 中 的 一 个 常数 .因此 可 
以 肯定 方程 (19.23) 的 任意 一 条 积分 曲线 当 :一 + c 时 趋向 原点 ,而 当 + 减少 时 ， 
积分 曲线 的 切 方向 与 St 的 外 法 线 夹 角 gs€ [0, 子 一 a]. 再 注意 到 (19.27) 式 , 则 可 
以 肯定 方程 (19.23) 的 任 一 条 积分 曲线 当 : 减少 时 无 界 . 因此 由 Kpaconckuü 定理 
( 见 文献 [26] 第 113 页 定理 22.1) ,在 原点 近 旁 存在 正定 函数 V1(z) 满 中 
(Dalzl*<Vi(z)<alzls 
dV (z) 
2 = | 


s= asl z^ 


(3) |< (i =1,2,--,n) (19.29) 


这 里 A>1,a;>0 (i=1,2,3,4) 是 常数 . 
另 一 方面 由 于 
lim =0 
-0 
所 以 存在 po>0, 使 当 |z| 和 po 时 


lp(z)|< 


z 
[z] 


as 


Zna, 7!” (19.30) 


TREERNE TRAT 

dV (z) aVi Le) 
d |;-nas) 全 Taz (A(z) + gz)) 
as | 
2na4 


委 - as|=|A*m-1+ nas| z^- 
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a = 
< Plaja 


又 由 (19.29) 式 之 (2), 有 
dV (z) 
dt |.= fu 
由 定理 19.2 即 知 ,系统 (19.22) 在 原点 近 旁 局 部 拓扑 等 价 于 齐 次 系 (19.23). 证 毕 . 
考虑 非 自治 齐 次 系 


<S- azl |^” <- alaj 


z = f(t,z) (19.31) 
f€ C(RxD,R")(D Jë R" 中 原点 的 邻 域 ), f(z,0) =0 且 对 任意 实数 上 有 (zt， 
kz=)=k"f(t,z=) (m>1). 

用 X(z,to,zo) 表 示 (19.31) 的 满足 初 值 条 件 X(zo) = zo 的 解 . 
定义 19.2 若 系统 (19.31) 的 解 X(t,to,zo) 满 足 当 | zo| Aha, at >to H 


|X(Ce,zovzo)|s [Elzo] P + alt- to) mi (19.32) 
MAFA SR(9.3U 483 23. 
È 对 齐 次 系统 (m >1) 而 言 , 零 解 的 矫 型 渐 近 稳定 与 一 致 浙 近 稳定 是 几乎 等 价 的 
考虑 非 自治 非 齐 次 系统 
Z = f(t,z=)+ g@(t,z) (19.33) 
f,9EC(RXD,R"),f(1,0)= 9(1,0)=0. 
定理 19.4 设 齐 次 系 (19.31) 零 解答 型 渐 近 稳定 ,又 设 存在 >0, 当 |zli|， 
|zz| <r 时 
|f(z,z4) - f(z,z>)|< Mr”! z, — zal 
且 P(t, 工 ) 满 足 
关于 上 一致. 则 系统 (19.33) 拓 扑 等 价 于 它 的 齐 次 部 分 (19.31) 
证 明 设 当 | zxo| <3 时,(19.32) 成 立 .于 是 当 +:ER,|z|<6 时 定义 


V(z,z) = [TIX t, a) lAa (19.34) 
这 里 A 是 一 个 正 整数 ,可 以 任意 取 . 
利用 (19.32) ,并 在 (19.34) 中 作 代 换 s= | xl” 一 z) 则 得 


Vitz) < |> | — ds — 
(¿,z)< |= f (B+ aA 
上 式 中 的 积分 显然 收敛 ,所 以 可 写 为 
V(z,=)<ail|=lA (19.35) 
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另 一 方面 , 由 于 了 满足 | 7(z,z)| <k lel” aR Hal] < 


|C) <| (,X(,r,z))|Sk|X(r,r,z)1" AT 
[X(t a) mA > L|x(e, r, a) 14| Ala) 


于 是 


Í “”|X(r,r,z)|"tAt1qr 
: 


s [SY 

>|” Xtal 

> [klx] 
注意 到 lim| X(r,t,z)| = 0 所 以 有 


V(z,z) = WL, 
设 zx(t) 是 (19.31) 的 解 , 则 


+% 
t 


dX(r.t,z) 2 

r 

dr 

d|X(r,t,z) | 
de dr 


Atm-idr >h lal (19.36) 


WVU) df’? alr, t, x)| Amide 


dt dtl, 


A+m-idr 


=le) lt 


所 以 
dV(t,z) 


dt 


= = f(a,z) 


as (19.37) 


= [= 


FER AGNE ja er) AGE , 则 6(r) 是 线性 系 


d = Dife, X (t,t, 2))E 


(19.38) 


满足 初 值 条 件 EC) = col(1,0,…,0) 的 解 ( 见 [2] 第 71 页 ). HFA |a|, |22| <r 


BF|f(z,zi)- f(t,z2)|<Mr""1| zi zl 


;所 以 


|D2f(r,X(r,1,7))| SMIX(r,t, 7)|™! 
<M[Blz|-m Dd + alr- t)]"1 


利用 关系 | &(r)1?=&*(r)&(r), 得 


AEL < Miell D + alr- )] ea) 
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从 + 到 rt(z 二 r) 积 分 上 式 得 


&(z)| — M, Bll +alr-t) 
nal al ` [zl 
由 于 &(+)=1, 所 以 有 
LEIKE [a+ alal” Ce e) (19.39) 
从 而 
ya) <” am = D 


dr 


-2|2lX(r,t,x)| 
‘xe lee 


Tı 


利用 (19.32),(19.39) 并 作 代 换 s= |=|” Ce- 48 


3V(z,z) _— ya M| 4-( _ ds 
| a [<A> D| z| f me (19-40) 


式 中 ,C= 全 = - M i+ A 可 取 任意 正 整数 ,所 以 可 取 A 充分 大 ,使 C>0, 从 
而 积分 收 伍 . 这 样 (19.40) 式 可 写作 | VEE | <an |a A-E, 类似 地 可 得 
55) < l zl (19.41) 


另 一方 面 由 于 im PE = 0 关于 * 一 致 ,所 以 存在 r >0, |= |<, 8, 


可 1z|”, 于 是 由 (19.37),(19.41) 得 


dV(t,z) 
dt 


_ dV(#,z) 
dt 


| p(t,7)|< 


av, ay 


z =f) tole) — 
SA 
vi > Ixi 


== Ei Ebr Edy 


z=f(t,7) 


<- $ | x [ata 
由 (19.37) 又 有 
dV(t,=z 
dt = f(t,s) 
于 是 由 定理 19.1 得 到 结论 :系统 (19.33) 拓 扑 等 价 于 它 的 齐 次 部 分 (19.31). 
证 毕 . 


=- | zj4A+m-1 <- {ajat 
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如 果 一 个 非 线性 系 微分 等 价 于 线性 系 , 则 称 这 个 非 线性 系 可 光滑 线性 化 . 若 等 
价 函数 属于 C , 则 称 这 个 非 线性 系 可 C 光滑 线性 化 . 

从 历史 上 看 ,光滑 线性 化 结果 的 获得 要 早 于 拓扑 线性 化 .第 一 个 光滑 线性 化 的 
结果 是 S. Sternberg 于 1957 年 获得 的 .他 的 两 篇 光滑 线性 化 论文 (7'2] 至 今 仍 被 广 
泛 引 用 . 

到 1985 年 G. R. Sell 全 面 总 结 了 光滑 线性 化 的 方法 ,写成 了 著名 的 长 文 [3]. 
本 章 将 简要 介绍 他 们 两 人 的 结果 . 他 们 的 结果 都 是 原点 小 邻 域内 的 局 部 性 结论 . 
322 中 我 们 给 出 两 个 全 局 光滑 线性 化 的 结论 ,一 个 是 关于 非 自治 系 的 ,一 个 是 关 
于 自治 系 的 . 


$ 20 Sternberg 的 结果 


Sternberg 关于 微分 方程 光滑 线性 化 的 结果 是 从 局 部 微分 同 胚 结构 的 研究 中 
获得 的 . 

下 面 先 叙述 微分 同 胚 的 线性 化 . 

设 工 是 R" 中 某 个 区 域 D AKRE 的 同 胚 , 若 T 与 工 -! 都 属于 Cr( 即 T 5 
了 连同 它们 直到 阶 的 导数 都 在 D ERE LEE), MEK T J C” 微分 同 胚 . 

用 TT "表示 所 有 定义 在 R" 的 原点 邻 域 且 保持 原点 不 动 ,同时 在 原点 的 雅 可 比 
行列 式 不 为 零 的 C "微分 同 胚 全 体 . 

F A,B 都 是 T "中 的 元 素 , 则 C= BA 仍 是 T "中 的 元 素 ,只 是 C 的 定义 域 是 
原点 的 某 个 充分 小 的 邻 域 N, 这 个 N 必须 包含 在 A 的 定义 域 中 ,同时 A(N) 还 必 
须 包含 在 B 的 定义 域 中 . 

iË T€ T” ,用 J(T) 表 示 了 在 原点 的 雅 可比 矩 阵 ( 即 DT(0)). 设 J (T) 38 
征 根 51,…,s, 满足 


CI) |s|<1 (i=1,2,…,n); 
这 里 |* | 表示 复数 的 模 . 
(M) sspe sgr sn. 


这 里 mi，,…,m ERENER, B Emi >1. 


又 记 sm=min| | si| ,| ss |1,se=maxl|si| ,>…, | sa)}. 
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定理 20.1 设 TET", 且 满足 条 件 ( 工 ),( 卫 ), 同 时 
ln ci, (20.1) 


Ins, 
MALAE QET EQT =L. RE L 是 一 个 线性 变换 , 它 的 矩阵 是 J( 工 )( 即 
DT(0)). 我 们 也 说 T 可 以 线性 化 为 工 . 

这 个 定理 是 利用 具有 多 项 式 结构 的 微分 同 胚 逼 近 的 方法 来 证 明 Q 的 存在 性 . 
因此 Q 的 具体 结构 是 无 法 知道 的 .由 于 这 个 原因 ,该 定理 的 证 明 思 想 、 证 明 方 法 与 
本 书 均 无 多 大 关系 .这 里 就 不 证 明了 .有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [27]. 

下 面 来 考虑 单 参数 微分 同 胚 群 . 若 任 给 ER, TET, H T,, = TT 对 一 
切 *sER 成 立 , 同 时 To = 了, 则 称 | T,| 是 一 个 单 参数 C "微分 同 胚 群 . 
定理 20.2 设 |T,| 是 一 个 单 参 数 C 7 微分 同 胚 群 , 且 对 任意 ER, RAI), O) 
成 立 ,而 且 满 足 (20.1) 式 , 则 存在 与 + 无关 的 QET' 使 

QTQ” = L 
Lt 是 单 参数 线性 变换 群 , 且 Lt 的 矩阵 是 J(Tz)( 即 DT,(0)). 
证 明 O 取 整 数 时 ,由 定理 20.1, T, (n 是 整数 ) 可 以 线性 化 为 Ln (Ln 是 线性 
变换 ,它们 矩阵 是 J(Tn)). 

现在 将 | Te} 中 的 Tn (n 是 整数 ) 换 成 Ln ,而 其 他 元 素 不 动 , 这 个 集合 仍 记 为 
{Tt}. 


取 Q = L Tas XE L. JC). 
BA, Q 仍 是 C 类 丽 数 , 且 与 :无 关 . 另 一 方面 ,J(Q) = [L ..J(T.)as = 


JiL-Leda = Ji ida =I 《1 表示 恒 等 映 射 ), 所 以 Q ET. 
fE: € R, 考虑 
LQ = [LL rada 


由 于 用 L, 取代 Tn 只 在 整数 点 上 ,所 以 对 给 定 的 上 ,上 式 被 积 函数 中 最 多 只 在 个 
别 点 上 关于 下 标 不 满足 群 性 质 ,因此 对 下 标 按 群 性 质 运 算 时 不 改变 积分 值 ,于 是 我 
们 有 


1 1 
LQ= P LL-.T.da = JL. ra (a-t =a) 
1 1-t 
= | LT. da = 人 +f 
BFT =L AAL T=, FE 
0 
La, de u f La. TOT, aa 
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0 . 
=P La aT. ada a + 1 = a) 
; 
1 , 
=Í LT. da 
l-t 


因此 LQ= | La. aa + JU LT. da 


= P. TdalT, 


= QT, 

HD QT,Q `!= L, WEH. 

现在 ,我 们 来 考虑 自治 微分 方程 

x = Ar + f(x) (20.2) 

这 里 r€ R",A 是 常数 方 阵 , f€ C'(R",R"),B f(0)=0,Df(0)=0, 又 设 (20.2) 
任 一 解 的 存在 区 间 为 ( — 0, + co). 
定理 20.3 在 (20.2) 中 设 A 的 特征 根 41,…,4, 满足 

(1) Reà;<0 (i=1,2,,n); 


CH) AA mA (mi RAP EK, Rm). 


记 

A= max| Reà; |,*…, | Reà, I} 

à= min|| Reà; 1,…, | Reà, I} 
则 

r> AG, 是 三 的 光滑 次 数 ) (20.3) 
那么 在 原点 邻 域 存在 一 个 C "微分 同 胚 互 ,将 非 线性 系 (20.2) 的 解 映 为 线性 系 

z = Ar (20.4) 

的 解 . 


证 明 用 X(z,z) 表 示 (20.2) 满 足 初 值 条 件 X(0,z) = z 的 解 .由 于 Fe Cr, 所 以 
X,d) EA t 为 参数 的 单 参数 C "微分 同 胚 群 . 

另 一 方面 由 定理 1.3,DX(t,z) 是 线性 系 

和 =[A+DHX(t,z))]6 (20.5) 

的 标准 解 方 阵 . 

注意 到 Df(0)=0,X(t,0) = 0, 所 以 D;X(t,0) 是 (20.4) 的 标准 解 方 阵 , 即 
D,X(:,0)= Zx. 

所 以 对 任意 固定 的 上,X(t,z)E 工 ", 且 条 件 (i ),( i ) 相 当 于 D(z,0) 的 特 
征 根 s1,…,s, 满足 ( 工 ),( 卫 ). 条 件 (20.3) 相 当 于 DX(tz,0) 满 足 (20.1). 于 是 由 
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定理 20.2, 在 原点 某 邻 域 存在 一 个 C "微分 同 胚 QET ,使 
QX(:, -) = LQ (20.6) 

其 中 L, 的 矩阵 是 D2X(z,0) 即 Z ,因此 (20.6) 式 也 可 以 写 为 QX(t,z) = 
Qr ,也 就 是 C "微分 同 胚 Q 将 非 线性 系 (20.2) 的 原点 附近 的 解 映 为 线性 系 
(20.4) 的 解 .证 毕 . 

我 们 注意 到 定理 20.3 要 求 A 的 全 部 特征 根 实 部 为 负 , 这 个 要 求 无 疑 是 太 强 
了 .Sternberg 在 稍 后 发 表 的 文献 [28] 中 就 将 这 个 条 件 去 掉 了 .但 他 只 证 明了 变换 
是 C "类 函数 并 未 证 明 变 换 是 C "微分 同 胚 . 

由 于 C "微分 同 胚 的 线性 化 与 微分 方程 的 C "线性 化 在 本 质 上 是 一 致 的 ,因此 
近年 来 这 方面 的 论文 多 以 C "微分 同 胚 线性 化 的 形式 出 现 . 


$21 Sell 结果 的 简介 


Sell 总 结 了 Sternberg 之 后 关于 光滑 线性 化 的 研究 于 1983 年 完成 了 一 篇 长 文 
(该 文正 式 发 表 于 1985 年 , 即 文献 [29]). 

这 篇 长 文 几乎 包含 了 1983 年 以 前 的 所 有 关于 光滑 线性 化 的 结果 . 在 叙述 Sell 
结果 之 前 , 先 介绍 一 些 记号 . 


21.1 连续 多 重 线 性 映射 与 连续 多 重 线性 映射 空间 


设 u: R" X R"X…xR">B (B fÈ Banach 空间 ), 且 u(xz1,…,xzi) 关 于 每 一 个 


K+ 
Zi(i=1,2,…,k) 都 是 线性 的 , 则 称 u 是 一 个 K 重 线性 映射 . 若 u 还 是 连续 的 , 则 
称 u 是 连续 K 重 线性 映射 . 

这 种 函数 常 采用 一 种 特殊 的 记号 , 即将 圆 括号 改 为 尖 括号 , 也 就 是 把 
ulzi sk) 记 为 u《z1,…,zk). 如 果 自 变量 任意 对 调 时 u 不 变 , 则 称 u 是 对 称 k 
重 线性 映射 ,对 称 & 重 线性 映射 有 时 采用 比较 紧凑 的 记号 (Ty. 
命题 21.1 wu 是 连续 & 重 线性 映射 的 充分 必要 条 件 是 存在 a >0, 使 

[uz xe) <al zil] zl 
命题 21.2 RD zw, D yn 是 两 个 绝对 收 化 级 数 ,u(xz，y) 是 双 线 性 函数 ， 且 
lu(z,y)|<a|=l|yl. A) Dulen yp) 绝对 收敛 , 且 
mp 


D lu(z,,y)|<a(221=,1)(221x1) 


用 L(R"x… x R") 表 示 前 述 连续 重 线性 映射 全 体 , 则 按 通常 的 数 乘 与 加 
法 , 它 形成 线性 空间 ,在 这 个 空间 中 引入 范 数 
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ll u || = sup| u(x z) | 
lali 
iL 2k 


HJ L ( R" x R" x… X R",R") 形 成 赋 范 空间 ,这 个 空间 常 简 记 为 L, (如 果 不 必 强 调 
— e 


n 的 话 ). 对 称 k 重 线性 映射 全 体 是 它 的 一 个 子 空 间 , 这 个 子 空间 常 记 为 Li. 

利用 多 重 线性 映射 的 记号 ,多 元 函数 的 泰勒 公式 可 以 写成 简洁 形式 . 
命题 21.3 设 f:D>R"(D 是 R" PRR) B f€ C”, r, r€ R" 且 连接 x,t 
的 直线 段 全 部 包含 在 D 中 的 话 , 则 


f(x +) = f(z)+ f(z)t + Halay +e 


D(z 


(r-1)! 
orts [| aka o alar 
这 里 SORR /在 z 点 的 & 阶 导数 ,也 可 以 记 为 Df), CÈ Li 中 的 元 素 . 
以 上 材料 可 参见 文献 [35] 第 五 章 与 第 八 章 . 


21.2 Sell 结果 的 叙述 


RIREO Sell 的 主要 结果 和 证 明 主要 步骤 ,而 不 细 述 证 明 过 程 .读者 可 参看 
文献 [29]. 

考虑 非 线性 系 

z = Ar + F(a) f(z) (21.1) 

这 里 zxE R", A 是 常数 方 阵 ,下 足够 光滑 . 

设 A 的 特征 根 为 1,…,hw( 可 能 有 重 根 ) 记 DOCA) = 441,…,24,| 并 称 
È (A) 为 4 的 谱 . 

lEm=(mu, mn), 其 中 m,m, 为 非 负 整数 ,定义 

r(À,m) =à- (mài += + mAn) 

这 里 4 是 一 个 复数 .并 记 | m| = mt t m,. 
定义 21.1 设 N 之 2, 若 对 全 部 41E 9(A), 及 全 部 满足 2 过 |m| 过 N ñ m, 
r(4,m) 关 0, 那 么 就 称 A 满足 N 阶 Sternberg 条 件 . 
定义 21.2 若 A 满足 N Stenberg 条 件 , 且 对 一 切 1E 了 (A) 和 一 切 满足 
|m| = 的 N,Rer(h mm) 天 0, 那 么 就 称 A 满足 N 阶 强 Sternberg 条 件 . 

用 忆 "(4), 忆 (4A) 分 别 表示 A 的 实 部 为 正 的 和 负 的 特征 根 全 体 , 记 
max|Re2 | A € > (A)} 
min|Reà2 |à € 5)* (A)| 


+ 
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max|| Rea aE >7 (A)! 
minll Rea 11a € > (A)} 
定义 21.3 设 Q 是 一 个 给 定 的 正 整数 . 
CI) #E'(A)=$, ÑR Q 一 kp >20 的 最 大 整数 上 (k 之 0) 称 为 A 的 QQ 一 光 
滑 度 . 
(ü) 3#22 7 (A)=$,%WZ Q- ko S0 的 最 大 整数 上 (AZ>0) 称 为 A 的 Q- 光 


滑 度 . 
(ü ) 车 性 * (A), 忆 (A) 车 非 空 .满足 
M+N = Q,M -kot2 0,N - kp > 0 

的 最 大 整数 k(k20)4F3p A 的 QQ 一 光滑 度 . 

Sell 证 明了 下 述 结论 . 
定理 21.1 设 Q2>2 是 一 个 给 定 的 正 整 数 . 设 F€ C3Q,F(0)=0,DF(0)=0. # 
下 面 的 两 个 条 件 中 的 一 个 条 件 成 立 , 则 系统 (21.1) 在 原点 邻 域 可 以 C 线性 化 (这 
里 & 是 A 的 Q- 光 滑 度 ) 即 存在 原点 领域 中 的 C 微分 同 胚 将 (21.1) 的 解 映 为 x” 
=Az 的 解 .其 中 

条 件 工 A 满足 强 Q 阶 Sternberg 条 件 . 

RAI 对 所 有 4E 忆 (A) 及 所 有 满足 |m| = Q Hm, AReyA,m)#0, HL 
D?F(0)=0 (p=0,1,…,Q—1). 


21.3 C! 线性 化 的 大 体 步 又 


下 面 以 等 价 函数 的 构造 方法 为 纲 ,介绍 一 下 C! 线性 化 的 大 体 步骤 . 
设 线性 系 
u = Au (21.2) 
到 (21.1) 的 等 价 函 数 取 以 下 形式 


z=u+S(u)(uu) ŽŽ H(u) (21.3) 


即 太 将 (21.2) 的 解 映 为 (21.1) 的 解 .这 里 S(u ) 是 这 样 的 一 个 函数 :对 每 一 
个 固定 的 wu，,S(w) 是 一 个 对 称 连续 双 线性 函数 , 即 对 固定 的 u,S(u)E€13.(u,u) 
也 可 以 写 为 (u)?, 它 是 S(w) 的 自 变量 . 
微分 (21.3) 式 得 
r= u + su)(u,u) = Ar + F(x) 


= A(u + S(u)(u,u))+ F(u + S(u)(u,u)) 
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由 于 w = Au ,所 以 得 
Ms(w usu) = AS(u)(u,u) + F(u + S(u)(usu)) — (21.4) 
FH u 看 成 (21.2) 的 解 ( 即 u = eruo), 则 上 式 左边 为 
Bs)usu)= S'(u,u) + S(,u) + Slu,u’) 
= S'(u,u) + S(Au,u) + S(u,Au) 
(21.5) 
这 里 S" 是 将 S(z ) 看 成 关于 1 的 复合 函数 而 对 + REN. 
定义 双 线性 函数 1S ,Ai 如 下 ; 
IS,A|(u,ə) = S(Au,v) + S(u,Av) 
则 (21.5) 可 改写 为 
HS(w usu) = [S+ 1S,AH(esa) 
下 面 来 考虑 (21.4) 的 右边 .由 于 F(0)=0,DF(0)=0, B F€ C39, 所 以 下 在 
原点 的 泰勒 展 式 为 
F(z) = 击 FC(O)(z,z) + ez(z) 
Be, F(u + S(u)(u ,zx》) 可 以 写成 下 列 形式 : 
G(u,S(u))(u,u) 
对 固定 的 u,G(u,S(w)) 是 个 对 称 双 线性 映射 .于 是 (21.4) 可 改写 为 
[S+ IS,Al](u,u) = [AS(u) + G(u,S(u))](u,u) 
由 于 u 是 任意 的 ,所 以 
S = AS(u)- |S,A} + G(u,S(u)) (21.6) 
前 已 述 ,这 里 S“ 是 将 S(u) 看 成 : 的 复合 函数 而 关于 : 求 导 的 . 所 以 STAZE 
[S(w)] .同样 ,|S,A} 中 的 S 也 可 以 写成 S(w). 
定义 算 子 L 如下: 
LS = AS- IS,A| (21.7) 
容易 看 出 L 关于 S 是 线性 的 . Sell 证 明了 下 面 一 个 关键 的 结论 
X (L) = lyQ,m) ia € (A), Elm = 2} 
这 样 (21.6) 可 以 写成 
S = LS + G(u,S) (21.8) 
由 定理 21.1 的 条 件 , 的 特征 根 实 部 将 异 于 零 , 关 于 非 线性 项 G(x ,S) 可 由 
定理 条 件 推断 :在 原点 邻 域 中 Gu, SAR, HÆF S 有 小 的 Lipschitz 常数 . 
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命题 21.4 设 
z’ = Ar + g(t,z) (21.9) 

满足 (1)A 的 特征 根 实 部 异 于 零 ; 

(2)1p(t,z)| 入 Mi; 

(3)|p(t,zi)-P(tzz)| 委 -| zi 一 zz| 
则 当 充分 小 时 系统 (21.9) 有 惟一 有 界 解 . 
证 明 ”这 个 命题 的 证 明 思想 在 第 四 章 中 已 多 次 用 过 .这 里 再 简单 证 明 一 下 . 

由 命题 4.3, 存 在 投影 方 阵 P iE 

lP] ket) (t> s) 
L(I- P)e |< ket (ts) 

对 任意 满足 | x (2) | <2kMa HENE R 上 的 连续 可 微 函 数 z(t) 定 义 映射 T 


Tz(t) = up; Ag(s,z(s))ds -fe = P)e A'g(s,z(s))ds 
H |e(:,z)| <M 易 得 
|Tz(t)l = f ea) Mds af kett) Mds = 2kMa™' 
所 以 工 是 半径 为 24Ma ~ HIERA H e. 另 -- 一 方面 
|Tzi(:) - Tali ke "Hr| ri(s) - z(s)|ds 


+ [retor] zi(s) - zx(s)|ds 
<l =l =suplz(z)|, 则 
| Tas - Tal < lz- zl 2 
当 充分 小 时 ,| Tai = Tea |< Il zi- zo l 
所 以 工 是 压缩 映射 .于 是 存在 惟一 不 动 点 =(z), 亦 即 z(z) 满 足 
z(t) = f e™Pe™™gpls,z(s))ds -J er(I-P)e A'@(s,z(s))ds 


直接 微分 可 知 z(t) 是 (21.9) 的 解 . 
下 证 有 界 解 惟一 . 若 (1) 也 是 (21.9) 的 解 且 有 界 , 易 证 三 (上 ) 有 如 下 结构 
(具体 证 明 与 引 理 16.2 是 一 样 的 ) ; 


T(t) = APe gls, TZ (s))ds 


-| -Pespls, Z (s))ds 


第 五 章 光滑 线性 化 ' 179 + 


将 (1) 的 表达 式 与 (7) 的 表达 式 相 减 得 
late) = Z(O|< keral) - FC) lds 


+ 站 -ee-orlzGs) -Ez(s)lds 


于 是 当 充分 小 时 x- 三 上 过 地上 x 到 中 ,从 而 王 (1)=z(z). 证 毕 . 

由 命题 21.4 即 可 推断 :存在 惟一 的 有 界 函数 S(u) 使 S(eruo) 是 方程 (21.8) 
(也 就 是 方程 (21.6)) 的 解 

于 是 我 们 将 (21.2) 到 (21.1) 的 等 价 函 数 H (u ) 3 tf Y , Bl H(u) = u + 
S(u)《u,u). 直 接 计算 可 知 H(eruo) 是 (21.1) 的 解 . 

要 严格 证 明定 理 21.1, 还 要 费 很 大 的 功夫 . 


$22 全 局 光滑 线性 化 的 两 个 结论 
22.1 非 自治 系 情形 


非 自 治 系 的 光滑 线性 化 是 个 还 未 起 步 的 课题 . 下 面 的 材料 是 我 们 在 这 方面 的 
一 个 尝试 .附加 的 条 件 是 比较 强 的 . 
考虑 系统 
x = A(D)z+(tz) (22.1) 
这 里 z€ R",A(t) 有 下 述 结 构 


= Mi. 


A(t) = | + E(t) (22.2) 


= 
am| IEO lde <+. 11 分别 表示 + Bn = ， 阶 的 单位 阵 (0 < r< 
n), M 是 一 个 正 的 常数 . 
定理 22.1 车 系统 (22.1) 满足 

U A(1) 有 形 如 (22.2) 的 结构 ; 

P |A- SEDIA) z1x], A| Ade = a tA 

3 |/G,z)|< a. 
则 系统 (22.1) 微分 等 价 于 它 的 线性 部 分 

zx’ = A(t)=z (22.3) 

注 定理 22.1 的 条 件 中 要 求 充分 小 ,要 小 到 什么 程度 是 可 以 具体 给 出 的 .但 这 
并 无 多 大 意义 .因此 这 里 不 给 出 A 的 具体 估计 . 若 读者 对 此 有 兴趣 ,可 以 参考 下 文 
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的 引 理 22.8 的 证 明 过 程 . 
引 理 22.1 用 Y(t,to,yo) 表 示 系 统 (22.3) 满 足 初 值 条 件 Y(io)= yo 的 解 , 则 对 


任意 t,t0ER 及 yi1,y2E R" 有 

[Yt0y) = Y, toy) |< ply - oo 
这 里 B>1 是 常数 . 
证 明 首先 有 


Y(t,to,yi) = yi + | AG) Ysst03) ds (i = 1,2) 


所 以 
Y(t,tosy1) — Y(t,to,y2) 


=i = 32) + | AWOLYG, toy) — YCsst0,30)]ds 
to 
由 贝尔 曼 不 等 式 立 得 


[|Y(z,to,yi) - Y(z,to,y2)|< |> - y2| exp 


[Alas 
to 


MI, 
MI,-, 
|Y(z,toxi) — Y(t,toyya)| 二 es|y -yexlcol 


记 = Ao, W| Aol = M, ie” ECO ldt = a, W 


证 毕 . 
引 理 22.2 用 X(t,to,zo) 表 示 系 统 (22.1) 满 足 初 值 条 件 X (to) = zo 的 解 , 则 对 
任意 t,toER,ziyzzERn 有 
|X(z,to,zi) — X(t,to,z2) |< fi lzi - z2| Mliol 
证 明 我 们 有 
: 


X(5toz) = z +] TAG)X(s, tosa) + FCs, X(sstosz:))]ds G = 1,2) 


由 定理 22.1 的 条 件 有 
[XG 2) = XCest0,22) | lz = zal +| | CAG) + 209) 


° 


* (X(s,to,zi) — X(s,to,z2))ds 


以 下 证 明 与 引 理 22.1 是 一 样 的 . 
引 理 22.3 系统 (22.3) 具 有 指数 型 二 分 性 ,而 且 若 用 U(+) 表 示 它 的 标准 解 方 阵 
的 话 , 则 有 
IU()PU (SIS Ke MGe-5 (¿Z 5) 
LUGU - PU s)| K Ke Me (ts) 
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这 里 P= Ñ A ,KK 是 正常 数 ,M RAAU) PHRA M. 


证 明 记 | po | -Ao MRR DTE = (+E) R 
们 可 不 妨 设 E(z) 是 对 角 分 块 的 (否则 可 用 文献 [6] 中 8 5 命题 1 的 方法 将 E(1) 变 
成 对 角 分 块 的 形式 ) 

视 E(z)z 为 扰动 项 , 则 有 


U(t)zo = (toz + [Ava AeE(s) UG )aads 
由 于 zo 是 任意 的 ,所 以 有 
Ul) = Aw + [Ate ABl )U(Cs)ds 


MSI, 


maneas- | , 且 E(s) 是 对 角 分 块 的 ,所 以 e7^SE (s) = 


下 (s)e ^S, ATA 
er4uU(t) = r+ [Ee AGSU(s)ds 
由 贝尔 曼 不 等 式 立 得 


lesult] < (> 0 常数) 
由 于 U(z) 也 是 对 角 分 块 的 ,所 以 有 
|U(z)e-Aw| = |e"AwU(:)| < 8 
3%18(22.3)803E48 # , WEE eMU -1(:) | <. 
于 是 


和 


|UG(z)PU-1(s)| = | U(r)e- horeAotpe -AueaoU-1(s)| 


Le-M(-s) 
A a 


另 一 式 类 似 可 证 .证 毕 . 
引 理 22.4 ”对 任意 给 定 的 (fr,&) 系 统 
z = A(t)z — f(t, X(t,r,é)) (22.4) 
有 惟一 有 界 解 h(t,(r,&)), 且 |h(z,(r,&))| 过 2KuM l. ik Fó K 就 是 引 理 
22.3 中 的 那个 KK. 
该 引 理 证 明 同 于 引 理 15.1, 此 处 从 上 略 . 

引 理 22.5 对 任意 给 定 的 (f+,&), 系 统 

z = A(t)= + f(t, Y(t,r,€) + z) (22.5) 
有 惟一 有 界 解 g(t,(r,8)), 且 | g(t,(r,8))| <2KpM 1. 


= ReMi) (¿> s) 
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该 引 理 的 证 明 同 于 引 理 15.2, 从 略 . 
引 理 22.6 i z(t) 是 系统 (22.1) 的 任意 一 个 解 , 则 系统 
z = A(t)z+ f(t,z=(t)+ z)- f(t,z(t)) (22.6) 
只 有 惟一 有 界 解 z=0. 
该 引 理 证 明 同 于 引 理 15.3, 从 略 . 
现在 造 两 个 函数 
H(t,z) = = + h(t,(t,z)) (22.7) 
G(t,y) = y+g(t,(t,y)) (22.8) 
5 S15—BF RMIT HEB E (22.1) 813840 F (22.3), EHO, e) RERA 
(22.1) 到 系统 (22.3) 的 等 价 函数 . 
因此 剩 下 来 的 只 要 证 明 H(z,z) 与 G(z,y) 都 属于 C'R X R",R") 即 可 . 
由 微分 方程 对 初 值 的 可 微 性 与 H, G 的 结构 容易 看 出 ,H(t ,zx),G(z,y) 出 现 
不 可 导 现象 只 发 生 在 导数 无 界 的 情形 .下 面 来 证 明 不 会 发 生 这 种 现象. 
引 理 22.7 对 一 切 上 ER,zirzzERn 有 
[H(t,z1) - H(t,22)|< p| zı -zl 
户 >0 为 常数 . 
证 明 从 引 理 15.1 的 证 明 中 可 以 知道 h(+,z) 的 结构 如 下 


hlt) == f! UPUH), X(s,t,2))ds 
+[ UU PU Gs, X(t, 2) ds 
于 是 
(nz) = hlsz2) == UC PU FG, Xs, ri))ds 
+ [TUOU PU (XG, 20))ds 
+ UCGOPU GOZO, XG, z2)d; 
- | UGG PU X(s.r,z2))ds 


由 定理 条 件 及 引 理 22.3, 引 理 22.2 得 
[h(z,zi)- h(t,z2)| 


KJ! KeMe-A (s)| XCs,t, 21) XG.) |ds 


+J Ke MG-02(s)|X(s,t,zi) — X(s,t,z2) | ds 
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<Í Ke"MG-32(s)B | zi — zə2 | 21 :=sl ds 


+ | keeda( plz - z | Mlslgs 
注意 在 第 一 个 积分 中 s<t ,在 第 二 个 积分 中 >t. 
于 是 得 
AtzD - h(s,za)|< |° KACA lzi zal ds 


A ~ za)ds 


=Kfßà |z: ~ z>| 
由 于 H(t,z)=z+h(t,z), 所 以 得 
|H(t,z1)- H(z,z>)|< (1 + Kp,à)| z1 — zo 
证 毕 . 
引 理 22.8 对 一 切 :€ER,zri,z2E R" 有 
|G(#,z1) - Gli,z2)|< q| zı- z>| 
这 里 g>0 是 常数 . 
证 明 由 引 理 15.2 的 证 明 可 知 g(t,(t,z)) 是 下 面 映射 的 不 动 点 


Tel) =f! UPUG) Gs, Y(s,t,2) + z(5))ds 
- [TUOU POH, YG) + z(6))as 
$ golt, (t, 2))=0, FAE 
Emilt, (t, 2)) = UPUTA, YG raz) + gals, (t, 2)))ds 
-J UO -PUNO Ys,0,z) 


+ gn(s,(t,7)))ds 
类 似 于 引 理 16.10, 不 难 证 明 


(1) g,(s,(z,z))=g,(s,(s,Y(s,t,z))) (22.9) 
(2) gnlt,(t,7))>g(t,(t,7)) (22.10) 
关于 : 是 一 致 的 . 
下 面 证 明 对 任意 :€ R ,zi, zzE R" 和 一 切 非 负 整 数 m 有 
|gn(2,(2,71)) - galt,(t,72)|< |= - zl (22.11) 


当 m=0 时 ,(22.11) 式 显然 成 立 . 
现 归纳 假设 (22.11) 成 立 . 则 
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Bmti(ts(t,71)) — gnri(t, (t,x2)) 
= UPU, Y(s,t,21) + gals,(1,21))) 
= f(s,Y(s,r,zə) + gals, (1,12)))]ds 
= UO - PUTOAA, Y(s,r,z) + galss(t20))) 


= f(s,Y(s,t,72) + g,,(s,(t,z2)))]ds 
由 引 理 22.3 及 定理 条 件 有 
| gmri(t,(t,71)) — gnri(t,(t,z2))| 


<J’ Ke MAGE] YGs,r,z0 — Y(s,t,z2)| 


+ lansa CEs 21)) = gn ls i(t, 22))| Jas + |” Ke M69209) 


* [| Y(s,t,zi) - Y(s,t,z2)| 
+ [gx(s,(z,z4)) - g,(s,(z,z2))|]ds (22.12) 
由 引 理 22.1 有 
1Y(stzi) - Y(s,t,z2)|< 8l z1- zl M111 
由 (22.9) 及 归纳 假设 (22.11) 有 
| gms,(t,71)) — g,(s,(z,z2))| 
=|gn(s,(s,Y(s,t,71))) - g,(s,(s,Y(s,t,z2)))| 
<|Y(s,t,zi) - Y(s,t,22)| 
Pl z1 = za | M! 
注意 (22.12) 的 第 一 个 积分 中 s<:, 第 二 个 积分 中 s>: AH (22.12) 
| gsi(t, (ezD) -gmsi(ty(tsza))| 


<| kace + B)|zl- z2| ds 


+| map+ 有 1zi- zə| ds 
=KA(B+B)|z1- z| = 228| z) — 22| 
由 于 4 充分 小 ,所 以 可 设 2238<1. 从 而 (22.11) 成 立 .再 由 (22.10) 得 
|g(a(z,zD) - g(z,(z,z>))|< | z1 - z>| 
因 G(i,z)=z+g(t,(t,z)), 所 以 
[GGz,zi) - G(z,z=x) |< 2| z, — z2] 
引 理 22.8 证 毕 . 
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到 此 ,定理 22.1 实际 上 已 经 证 明 好 了 .下 面 我 们 再 简单 地 归纳 一 下 . 
定理 22.1 的 证 明 ”与 定理 15.2 一 样 , 我 们 可 以 证 明 系统 (22.1) 拓 扑 等 价 于 系统 
(22.3), 且 (22.1) 到 (22.3) 的 等 价 函数 就 是 瑟 (z,z). 

由 引 理 22.7 与 引 理 22.8 可 知 


H(t,z) - H(t, x2) <Kpà +1 
ZI1 一 并 2 


[G(z,zi) - G(t,z2)| <2 
m= x 
所 以 H(i ,zx),G(zt,z) 都 不 会 出 现 导数 无 界 的 情况 .最 后 由 H(t,z),G(t,y) 的 
结构 与 微分 方程 解 关于 参数 的 可 微 性 即 可 推出 H, GE CI(R x Rn, Rn) ,因而 系 
统 (22.1) 强 微分 等 价 于 (22.3)( 按 定义 7.6 意义 ). 证 毕 . 
定理 22.1 是 一 个 全 局 性 的 结论 . 如 果 只 要 求 在 原点 邻 域 局 部 微分 等 价 , 则 条 
件 还 可 以 放宽 些 . 可 以 去 掉 | f(1,z)|<y 的 限制 ,但 要 附加 上 一 条 f(z,0)=0. 


22.2 自治 系 情形 


考虑 非 线 性 系 
x =- Àx + flx) 
y = By + g(x) 
这 里 zER,yER". 本 段 材料 取 自 文献 [30]. 
用 Rea(B) 表 示 方 阵 B 的 特征 根 实 部 , 若 a 是 向 量 , | a | 表示 a 的 欧 氏 模 , 若 
A 是 方 阵 , 用 |A| 表 示 A 的 算 子 模 . 
定理 22.2 在 系统 (22.13) 中 设 常数 A>0,ReA(B)>0,f:R—R 连续 , 且 满 足 


(22.13) 


lim f(z) _ 0 (22.14) 
0 z 
[q wa (22.15) 
0 < 
lAa) - fGza)| < + | zi = zal (22.16) 


g 53 RAS HAR, RERA m(m 是 任意 自然 数 ) ,那么 存在 R+! 
R"*1 的 微分 同 胚 玉 , 将 (22.13) 的 解 映 为 它 的 线性 部 分 
Ë =- Àr 
y = By 
的 解 .( 即 (22.13) 可 全 局 光滑 线性 化 ) 
£ g 也 可 以 是 其 他 类 函数 ,只 要 满足 | z(=)|<K(|=z|” + 1) 即 可 . 
我 们 将 定理 的 证 明 分 解 成 车 干 引 理 . 


(22.17) 
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用 X(t,z) 表 示 zx = -MAz+(z) 的 满足 初 值 条 件 X(0) = z 的 解 . 
引 理 22.9 当 :>0 时 
IXGz,=)|< |zl 
[2 <1 
Fa (Sc 
证 明 X(t,z) 可 表示 如 下 
X(t,z) = ez + [es (XG ,z))as 
FRUA, 34 t>0 BF ,HH(22,14),(22,16)4f 
IXa) l< 1zl+ TalxGs,z) ous 
0 
由 Gronwall 不 等 式 得 
X(t, r) l< |a let 
从 而 , 当 220 Bf 
|XG,z)|< |z|e 32 <i z 


Xlr) as 
£ = (~à + f(z(z,z)))6 
满足 初 值 条 件 8(0) =1 的 解 ,所 以 
9X(t:,z) _ SOLAD as 
ar a 
由 (22.16),| 广 (z)|< 卫 ,所 以 


-$1 <+ f(XGs,z)) <- 34 


于 是 , 当 :>0 时 
26.2.) [<<< 
引 理 22.9 证 毕 . 
引 理 22.10 积分 
[eng(x(s,z)ds 
与 0 
[Tete (x(s,2)) Xaa, 
0 I 
都 收 全 


证 明 因为 g(z) 的 各 分 量 都 是 z 的 多 项 式 ,最 高 次 数 不 超 过 m ,因此 存在 常数 
M>0, 使 
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lg(z)|< M(|[<=|” +1) (22.18) 
|g'(z)|< M(I|=z|”"! + 1) (22.19) 
由 于 ReA(B)>0, 所 以 存在 常数 kK 之 1,a >0, 使 
|e |< Ke# (s>0) (22.20) 


于 是 ,由 引 理 22.9 
[i etext, aas 


<|” keem |X(s,z)|" + Das 


+% 
<f Ke“M(| z |” + 1)ds 


<Ka 1M(|<|” + 1) 


同时 有 |” ete x,a) hE) 
<|” Ke=M( XGs, 2) "t+ Das 
<|” kem zl" + Das 
=Ka™M( |x|” + 1) 
引 理 22.10 证 毕 . 
定义 


I(z) = IÑ 


引 理 22.11 1(z) 是 收 北 的 . 
证 明 TI(z) 有 惟一 奇 点 是 《=0, 由 于 


~ f(e)de 
— ë + €f(é€) 


_ (0 
T(z) = N — 
£ 


所 以 由 条 件 (22.14),(22.15) 可 推断 [(z) 在 奇 点 e= 0 处 收敛 .证 毕 . 
31822.12 当 =>1 时 ,|I(z)|<17(0D1+ 卫 mnzi 


当 z<-1 时 ,| ICz)|<1(-DI+ 寺 nlzl. 
证 明 当 z>1 时 


1(z) = TD + 


由 (22.14),(22.16) 
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a le| <t (22.21) 
(al |- a | : 
于 是 当 z>1 时 
-= ds ril Kt) 
|. < OG 
LP e 
< zf; Lag 
= {inz 
所 以 , 当 z>1 时 
lIG)|<lIr0)|+ inz (22.22) 
M z< -1 时 ,可 类 似 证 明 . 引 理 22.12 证 毕 . 
现在 定义 Hi: R—R 如 下 
Hi(zx) = zel(z) 
引 理 22.13 Hi 是 R—R 的 微分 同 胚 . 
证 明 
š el(z) T(x) = Fx) 
Ha 12 — àz? + zf(z) 
= of(z) 二 
== ss EG) 
>a (由 (22.20) >0 (22.23) 
所 以 Hi(z) 是 严格 单 增 的 . 另 一 方面 由 引 理 22.12, 当 z > 1 时 e1101z4 
ze- lM] - {inz < Hi(z) < ze! !Dltfie < elil z$, 4 z <- 1 时 
e l-DI|+|Í = |zle-1-D1- 押 lzl < [Hi(z)| < 1zlelcDlr 扣 lzl < 


elICDI| z]. 

所 以 Hi(z) 是 满 射 .从 而 Hi 是 R— R 的 同 胚 . 记 Hi ! = 

当 zr 了 0 时 ,H'1(z) 的 连续 性 是 显然 的 .下 面 考虑 H 0 的 和 在 必 有 H'i(zx) 
在 zx=0 点 的 连续 性 ,我 们 有 


H'(0)= im Ph (2) = B (O) 
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另 一 方面 ,由 (22.23) 


四 mo 四 “oo(- 850) 


fa) 
= lime!) |1 J al 
z 
由 (22.14) 得 
limH' (z) =1 
因此 H'1(z)>0 且 连续 .由 反 函 数 的 导数 定理 G” (u ) 也 连续 , 且 
Giai (22.24) 
H' (=) 


式 中 =Hi(z), 或 者 = GI(u). 

引 理 22.13 证 毕 ; 

现在 定义 Hy: R" *1—= R" 如 下 : 

H(z,y) = y + |” eag(X(Csz))ds 

注 积分 的 收敛 性 见 引 理 22.10. 

任 给 w€R,vE R", 定 义 Ga: R"* >R" WF: 

Galus0) = of eBg(X(s, G1(u)))as 

注 这 里 G1(w) 如 引 理 22.13 中 所 定义 ,G1= Hí 1. 

记 


n= [a e= fe 


31 22.14 任 给 TER,yER” 


证 明 工 
ce) 
on Hla) ] 
ss paap 
区 | 
Ga(Hi(z),H,(z,y)) 


I 
 |H;(z,y) -J E 
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< 


y | g(X(s,z))ds -| g(X(s,z))ds 


= TJ 
y 
引 理 22.14 证 毕 . 
引 理 22.15 任 给 wxER,uER" 1 


证 了 明 


df 人 
sa, J 
Ha(Gi(u), G2(u,v)) 


u 


(ee J” etext, Gu))as 


u 
i; w z(X(s,G,(u))ds + | er g(X(s,Gı(u))ds 


0 
u 
b) 

引 理 22.16 互 是 Rn"+i-=Rn+i 的 微分 同 胚 . 
证 明 由 引 理 22.14、 引 理 22.15,H 是 R"*!->R"*! 的 双 射 , 且 H =G. HF H 
与 G 显然 连续 ,因此 电 是 R"*!->R"*! 的 同 胚 . 

在 引 理 22.13 中 已 证 H, 与 G, 的 导数 连续 ,下 面 证 明 H, 与 G; 的 偏 导数 存 
在 且 连 续 . 


由 引 理 22.10, | i >¿ Bg (X (s, 1) Xas 收敛 ,因此 


ƏH(z,y) fr” Lm, ƏX(s,z) 
BoD) erg (XC, x) 2X 2) 


9Ha(z,y) 
y = 1( 单 位 方 阵 ) 


ma. Ta NER. 


下 证 积分 | “eag'(X(s, G G) FA DG, Cu )as tk. 
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由 (22.24) 
Cw = Fl 
式 中 z= Gi(w) 或 者 w= Hi(z). 
由 (22.23) 
0< Gilu) < $r 
由 引 理 22.9,1(z) 在 z=0 点 收敛 , 记 c= _max | I(z)| ,那么 当 H,( - 1)<u < 
Hi(1)( 即 -1<zx<1) 时 


0< Giu) < 3 (22.25) 
当 H,(1)<u (Bl z=>1 或 G1(w) 宇 1) 时 ,由 引 理 22.12 
0< Gilu) He <e l Gi) 13 
类 似 地 , 当 u <H((- 1) (Ħ z <- 1,38 Gi(u) <- 1) 


0< Gilu) < Fel! GW < e| Gl 
因此 ,不 论 u 为 何 值 , 恒 有 
0< Giu) <el Gu) 
另 一 方面 ,由 引 理 22.9 与 (22.19) 
G.G (u)) <1 
|g'(X(s,G,(u)))|< MO X(s,G,(u)) 1”! + 1) 
< M(|G((u)|""! +1) 


所 以 
| ee Cs, Gitu) SENG uas 
<J” KeeM( GA U+ D Fe 1 Gi) ibas 
= Ka'M(|G,(a)|”'1 +) ŽE |G,GO13 
于 是 
= eg (xls, G0)) EDG a) 
3G; 


2 = 工 单 位 阵 ) 
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显然 3C2 ,2G2 都 连续 .所 以 甩 是 微分 同 凸 , 引 理 22.16 证 毕 . 


最 后 ,我们 来 证 明定 理 22.2. 
定理 22.2 的 证 明 ”现在 我 们 只 要 证 明 H 将 非 线性 系 (22.13) 的 解 映 为 线性 系 
(22.17) 的 解 即 可 . 


设 (是 (22.13) 的 任意 一 个 解 .我 们 有 


y(t) 
Je — (ede 


Hi(zx(1)) = z(t)e PE 


所 以 


Je. -人 (E)dE 
[Hi(z(t))] =(- Ar(t) + f(z(t)))e" PNO 
- f(z=(z)) 
= ari(t) + z(t) f(z(t)) 
“(~Ar(t) + f(z(t))) 


J: = ((t)dt 
十 工 (t)e 9 E+E 


0 fea 
二 
=-AHICz(t)) 
我 们 有 
Hala(t),y0))= y0) + |” aC a(X(s, 20) )ds 
= y() +| eBg(X(s + 14,7(0)))as 
在 积分 中 作 变 换 *+ := si 得 


Halz(2),3(0)= yD + [TPg Xli, 2(0)))ds; 


= yle) + [TE glali) ds, 


所 以 
[Ha(z(2),y(2))] 


=By(0) + gla(t)) + B|” P glali) )dsi = g(z(0)) 


=BH(z(t),y(t)) 
Hi(z(t)) 


这 说 明 aa ernro mnam em 22.2 证 毕 . 
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自治 系 r= f(z) 或 非 自 治 系 z = f(t ,xz) 的 右 端 函数 可 以 看 成 一 个 定义 有 
拓扑 的 函数 空间 中 的 元 素 . 若 存 在 f 的 邻 域 N(f) ,使 对 N( 了 /) 中 的 任意 元 素 p, 系 
Ber =gp(zr)( 或 x'=g(t,z)) 便 与 xz'=f(zx)( 或 x'= f(t,z)) 拓 扑 等 价 ,那么 
我 们 就 称 z = f(z)(Ñ z = f(t,z)) 拓 扑 结构 稳定 ,或 简称 结构 稳定 . 

结构 稳定 问题 是 微分 动力 系统 这 门 课程 的 重要 论题 . 本 书 将 不 涉及 动力 系统 
的 结构 稳定 问题 ,而 专门 讨论 微分 方程 的 结构 稳定 .尽管 二 者 之 间 有 本 质 联系 . 


$ 23 ”自治 线性 系 结构 稳定 的 充 要 条 件 


考虑 自治 线性 系 
z = Ar (23.1) 
XE R",A 是 n 阶 常 数 方 阵 . 
在 全 体 n 阶 方 阵 构成 的 集合 M 中 ,引进 距离 p(A,B)= | A B| , 则 M 形成 
距离 空间 . 
定义 23.1 #£#&# 62>0,5 |A- B| <6 i 
=° = Bz 
恒 与 (23.1) 拓 扑 等 价 , 则 称 系统 (23.1) 结 构 稳定 . 
我 们 容易 证 明 下 列 结论 
定理 23.1 系统 (23.1) 结 构 稳定 当 且 仅 当 A 的 特征 值 实 部 异 于 零 . 
证 明 必要 性 . 
设 系统 (23.1) 结 构 稳定 . 
又 设 A 的 若 当 标准 形 为 
Ji 


J= 


则 存在 非 退化 方 阵 Q ,使 A= QJQ `'. 
若 4 的 特征 根 实 部 有 为 零 者 ,可 不 妨 设 
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应 
1 
J= 
1 ñ), 
取 
etfi 
1 
W= 
1 etiji 
式 中 #0 为 任意 实数 .又 取 
w 
J: 
B=Q (a 


Jy 
则 |A4-BI<elQI|1Q-!|, 由 于 Q 是 确定 的 方 阵 , m 0 是 任意 的 ,所 以 
|A -有 | 可 以 任意 小 ,然而 S(A) 取 SS(B)(S(A) 表 示 方 程 A 的 惯性 指标 ,参见 


§ 11). 于 是 由 定理 11.1, 系 统 x = Bz 5x = Az 必 不 拓扑 等 价 .这 与 z“= Az 的 
结构 稳定 矛盾 .所 以 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 . 


充分 性 . 
设 A 的 特征 根 实 部 异 于 零 ,又 设 A 的 若 当 标准 形 为 
Ji 
= , 
J, 
其 中 
or + iB, 
1 
k= 


1 wt iB nxn 


B a,Z0 (k=1,2,..…,7). 
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设 A = QUQ, Q 为 非 退 化 方 阵 . 取 a = min ||ei|…|ar|) ,又 取 8 = 


Zoo T M3|B-Al<9 时 , 必 有 S(B)=S(A), 事 实 上 , 记 Q-1BQ= 
工 , 则 

IB-A|= IQLQ 1 - QQ = IQ(L - J)Q-1| 
由 于 


IL-Jl|= IQtQ(L -J)Q'iQI< IQ-tlIQIIQ(L -RI 
所 以 


IL-JI 和 QIQllB-4I< 5 


因此 S(L)=S), t A~J,B~ L, FRL S(B)=S(A). 

由 定理 11.1, 系 统 x = Bz 拓扑 等 价 于 zx = Az, 从 而 zr = Az 结构 稳定 .证 
w, 

下 面 结论 是 比较 显然 的 
定理 23.2 ”结构 稳定 的 自治 线性 系 构成 的 集 在 M 中 是 开 的 ,而 且 是 稠密 的 . 


824 非 自治 线性 系 在 半 轴 上 结构 稳定 的 充 要 条 件 


考虑 定义 在 正 半 轴 R ' 上 的 线性 非 自治 系 
x = AGt)z (24.1) 

ZER",A(t) 是 定义 在 正 半 轴 R+ 的 连续 ,有 界 的 实 方 阵 . 

回忆 非 自治 系 之 间 拓扑 等 价 的 定义 (定义 7.1) ,那儿 的 等 价 函数 H, =) € 
CCR X R”,R"), 如 将 这 一 条 件 改 为 H(:,z)E C(R* x Rn ,Rn) ,而 定义 7.1 中 的 
其 他 条 款 不 变 ,那么 我 们 就 称 系统 (7.1) 与 系统 (7.2) 在 R+ 上 拓扑 等 价 . 

实际 上 ,所 谓 R* 上 的 拓扑 等 价 即 是 只 考虑 R+ 上 的 解 . 

在 全 体 有 界 的 n 阶 时 变 方 阵 A(z) 构 成 的 集合 M 中 引入 距离 | A(z) ~ B(z) || 
= sup lAGz)- B(2)| , 则 M 形成 距离 空间 . 


定义 24.1 车 存在 8>0, 当 上 A(z2)- BC) < 时 ,z'=B(t)z 恒 与 (24.1) 在 
R* 上 拓扑 等 价 , 则 称 (24.1) 在 R? 上 结构 稳定 . 

下 面 的 材料 取 自 文献 [31]. 
定理 24.1 系统 (24.1) 在 R*+ 上 结构 稳定 当 且 仅 当 (24.1) 在 RR+ 上 具有 指数 型 二 
分 性 . 
注 在 下 文中 R+ 上 结构 稳定 及 R* 上 拓扑 等 价 的 “R+ "将 省 略 . 

我 们 先 证 明 一 些 引 理 . 
引 理 24.1 设 系统 (24.1) 在 玉 * 上 具有 指数 型 二 分 性 , 且 (24.1) 拓 扑 等 价 于 
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x = B(t)=z (24.2) 

则 系统 (24.2) 也 具有 指数 型 二 分 性 . 
证 明 设 (24.1) 到 (24.2) 的 等 价 函数 为 H(t,z), 又 记 H7!(t,*)=G(z,*). 可 不 
妨 设 H(:,0)= G(z,0)=0( 不 然 的 话 ,可 取 Hi(t,z)=H(t,z) 一 有 H(z,0), 则 容 
易 验证 Hi(z,z) 仍 是 (24.1) 到 (24.2) 的 等 价 函数 , 且 H (z ,0) =0). 

定义 函数 6(r) 如 下 : 

b(r) = inf{min( | H(t, x)|, |G(,x)|),t € R*,|z=|2> r| 

容易 看 出 56(r) 是 定义 在 [0, + cp] 上 的 单调 非 减 函数 , 且 5(0) =0,r 一 co 时 ， 
b(r) 一 co. 特别 ,存在 A>0 使 5%(A)>0. 

选取 6>0 充分 小 ,使 6(9-'6b(A))>2A4, 由 命题 4.11, 存 在 常数 下 >0, 使 
(24.1) 的 任意 解 z(z ) 满 足 

[z=(4)|< 0 1 .sup rl Cu) (>T) 


Mit y (e) JE (24.2) 的 任意 非 零 解 , 取 8 = A |y(t)| 1, Xk r(t) = 
G(z,6y(1)), 则 xz (z+) 是 (24.1) 的 解 ,于 是 ,存在 u, ME |u- tol <T, E 
|z(4)|<0|=(u)| ,所 以 
|z(z)| 三 bz(to)| = 6071|G(t0,6y(10))|> 0-16(A4) 
因此 
ly(u)|= 8| HCu,z(u))|> 616(016(A)) 三 2|y(to)| 
这 就 意味 着 
EOSS p] 


又 由 命题 4.11, 知 系统 (24.2) 在 R' 也 具有 指数 型 二 分 性 .证 毕 . 

我 们 将 全 体形 如 (24.1) 的 系统 构成 的 集合 也 记 为 M ,两 个 系统 之 间 的 距离 即 
指 系数 方 阵 的 距离 .我 们 有 
引 理 24.2 结构 稳定 的 系统 构成 的 集 在 M 中 是 开 的 . 
证 明 设 x =A(tr)z 结构 稳定 ,于 是 存在 9>0, 当 | B(¿)- A(t) l < nt, 
x =B(t)z IB 5jz =A(i)z 拓扑 等 价 . 


下 面 证 明 , 当 || B(z) - A(z) | <Ë nt, z = B(z)z 恒 结构 稳定 .事实 上 , 当 


1 CC)- BC | < 号 时 

ICG) -AI < l|C(:)- BON + BE) - AEI < ó 
所 以 rz = C(t)z 拓扑 等 价 于 zx = A(1)z, 而 xz =A(z)z 又 拓扑 等 价 于 zx = 
B(z)z, 所 以 x'= C(t)z 拓扑 等 价 于 x = B(z), 即 x’=B(z)z 结 构 稳定 .证 毕 . 
注 对 自治 线性 系 而 言 ,结构 稳定 的 系统 形成 的 集 在 M 中 开 且 稠密 ( 见 定理 
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23.2). 但 对 非 自治 线性 系 来 说 ,结构 稳定 的 系统 形成 的 集 在 M 中 只 开 而 不 稠 .可 
参看 后 面 的 例 . 
引 理 24.3 H x =A(tr)z 结构 稳定 , 且 工 =A(t)z 运动 相似 于 zx =B(t)z, 则 
Z = B(t)= 也 结构 稳定 . (运动 相似 概念 参见 定义 4.3) 
证 明 设 x =A(:)z 结构 稳定 ,于 是 存在 6>0, 当 14() -CC)1<9 时 ， 
z= C(1)z 恒 拓 扑 等 价 于 xz“=A(t)z， 

因为 z=A(z)z 运动 相似 于 z= B(t)z, 所 以 存在 李 雅 普 诺 夫 和 矩阵 L(z) 使 

A(t) = LI()B()L(G) -L712)L’(z) 

取 D(z) 满 足 


SS 
I D(t) - B(¢) || < TL 


又 取 
EC) = LDLC) -L712)L’(7) 
于 是 
WEG) = A) = WLIED) - BOD)L()N < ó 
A x = E(t)z 拓扑 等 价 于 zx = A(1)z. 
另 一 方面 ,运动 相似 是 一 种 线性 等 价 ( 见 命题 7.11). 

而 线性 等 价 又 蕴含 拓扑 等 价 , 所 以 z= A(t)z 拓扑 等 价 于 x = B(1)z,x = 
E(z)z 拓扑 等 价 于 x = D(t)zx, 从 而 zx = D(z)z 拓扑 等 价 于 zx = B(1)z, 这 说 
明 + = B(:)z 结构 稳定 .证 毕 . 
定理 24.1 充分 性 的 证 明 ” 设 系统 (24.1) 在 R* 上 具有 指数 型 二 分 性 ,由 于 指数 型 
二 分 性 在 小 扰动 下 不 变 ( 见 命题 4.9) ,所 以 存在 8S>0, 当 | Ba) - A(2) || < 
时 ,z = B(t)= 仍 具 有 指数 型 二 分 性 , 且 投影 方 阵 和 秩 数 不 变 .于 是 ,系统 (24.1) 
与 = B(t)= 都 拓扑 等 价 于 (定理 14.1) 

-1 


其 中 一 1 的 个 数 等 于 投影 方 阵 的 秩 数 .于 是 z= B(z)z 与 系统 (24.1) 也 拓扑 等 价 . 

从 而 系统 (24.1) 结 构 稳定 . 

定理 24.1 必要 性 的 证 明 ”我 们 必须 利用 Bylov 与 Millionscikov 的 结果 . 
一 个 线性 系 x = AG): 被 说 成 是 可 积分 分 解 的 ,如 果 x = A(:)z 有 一 个 解 

方 阵 U(z) = (zi(z),…,za(z)) 满 足 
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Zi(t) 


>e) (¿> s2>0) (24.3) 
<=, (s) 


gai ñ 
=i. (s)|` 


这 里 i=1,2,…,n 一 1;a >0 5 8 都 是 常数 . 
原 苏联 学 者 Bylov 在 文献 [32] 中 指出 ,可 积分 分 解 的 线性 系 一 定 运 动 相似 于 
对 角 线 系统 
z' = P,(z)z; (= 1,2,--,n) (24.4) 
其 中 


Pi(1) = in|zi(2)| 


HIT AU) = [| P,Ce)ds (24.3) 就 意味 着 
[$a (z) = $a (s)] - [$,(2) — (5s)] >+ alt- s) (24.5) 

RE ¿=1,2,---,n - 1;12s2>0. 

原 苏联 学 者 Millionscikov 在 文献 [33] 中 证 明了 ,可 积分 分 解 系统 在 全 部 线性 
系 构 成 的 集中 到 处 是 稠密 的 . 

现在 设 系统 (24.1) 结 构 稳定 ,由 引 理 24.2, 存 在 7>0, 当 | B(z) -A(z) || <7 
时 ,zx'= B(t)z 拓扑 等 价 于 z =A(t)z, 而 且 z'=B(r)z 也 结构 稳定 ,由 
Millionscikov 的 结论 ,我们 可 设 >= B(z)z 是 可 积分 分 解 系统 ,又 由 Bylov 的 结 
z'= B(z)= 运动 相似 于 (24.4), 再 由 引 理 24.3 可 推断 系统 (24.4) 也 结构 稳 


poa. 4) 具 有 R* 上 指数 型 二 分 性 , 则 由 引 理 24.1,zx = B(t)= BRAR E 
指数 型 二 分 性 (注意 :运动 相似 蕴含 拓扑 等 价 ), 从 而 = = A(1)z 也 有 R* 上 的 指 
数 型 二 分 性 ,这 样 就 完成 了 必要 性 证 明 . 

因此 , 剩 下 的 任务 就 是 证 明 (24.4) 具 有 R* 上 的 指数 型 二 分 性 . 

首先 设 存在 一 个 下 标 i, 使 得 :一 + co 时 ,#$(z) 不 趋 于 + oo, 设 这 样 的 i 中 最 
KEH R. 

由 于 (24.4) 结 构 稳定 ,所 以 当 | a | 充分 小 时 ,系统 

zi= Pi(t)zi (i= 1,2,--,k - 1) 
Th= (P,(t) + a)zz (24.6) 
z'= Pi(t)zi (i= k+1l,-:,n) 
与 (24.4) 拓 扑 等 价 . 设 (24.4) 到 (24.6) 的 等 价 函数 为 H(t,z). 又 设 H(t,z)= 
colChi(t,z) ,h(t, 7)). 
系统 (24.4) 的 标准 解 方 阵 为 
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hD 
U(t) = 
FAO 
系统 (24.6) 的 标准 解 方程 为 
FAG 
V(t) rey hta 
i FZO) 


由 拓扑 等 价 的 定义 ,对 任意 t,sER, 1ER", # 
H(t,U(z)U-1(s)z=) = V(z)V`1(s)b 
特 取 +=s, 则 有 b=H(s,z), 于 是 有 
H(z,U(#)U-1(s)z=) = V(z)V-!(s)H(s,=z) (24.7) 
用 a 表示 第 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 0 的 向 量 ,zx 是 一 个 纯 量 . 当 =k, 
n 时 ,由 (24.7) 有 
hilt, AOAO rez) = AD-E h; (s, zx) 
由 命题 7.5, 上 式 左 端 有 界 , 而 当 i =k+1,…,n B, $i Ctm) > + co, 于 是 可 推断 ,对 
—UJ s,z, 有 


h;(s, ze) = 0 (i=k+1,.…,n) (24.8) 
下 面 我 们 证 明 , 存 在 一 个 正 整数 m ,使 对 一 切 :三 m ,有 
lft +m) - $()|2>1 (24.9) 
若 不 然 , 则 存在 ;,,— co ,使 得 
[#(z, + m) — bt) | <1 (24.10) 


由 (24.7), 对 i=1,2,…,k 一 1, 有 
hiltm + m ,Ae,) =e, +m)-$ r.) 
` hil tm, AA mAn tM) o, ) (24.11) 
这 里 A >0, 满 足 当 | c| >At, |H, r) 1ER. 的 (ii )). 
由 (24.7) 我 们 还 有 
hi (tm + m , As.) = e&G_+m)-$,G_)+am 
` hi (tm Ahn) hnt) o, ) (24.12) 
由 (24.5),(24.10) 有 
faiz, + m) 一 各 -1(tm) S $, (z, + m) — ñ(z,,) — B — am 
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<1- B - am 一 -oo (m — °) 
重复 这 个 推理 ,可 得 
$, (t, + m) —- $,(z,,) —— °° 
(i = 1,2,--,k — 1) (24.13) 
由 命题 7.5 及 (24.10) 可 推断 ,(24.11) 的 右 端的 第 二 个 因子 有 界 , 所 以 由 (24.13) 
与 (24.11) 可 得 
hi(tn + m, 4e) — 0 


(m — °,i = 1,2,---,k — 1) (24.14) 
选取 a<0, 由 (24.12) 可 推 得 
hiltm + m, Aep) > 0 (m — °°) (24.15) 


(24.8),(24.14),(24.15) 联 合 起 来 表示 
H(t,, + m,e) —> 0 
然而 , 另 一 方面 ,由 A 的 含义 有 
[H(in + m,Ae,)| > 1 
这 是 一 个 矛盾 ,这 说 明 (24.9) 式 成 立 , 由 风 的 连续 性 ,(24.9) 意 味 着 
或 $t + m)- h(i)=1 
$ (+ m)- $) <- 1 
但 由 于 :一 + 时 ,各 (t) 不 趋 于 + co, 所 以 后 一 式 子 成 立 .于 是 存在 常数 
AM>0, 使 当 上 >s* 时 伍 有 ( 见 命题 4.12) 
ADA < Me -去 (人 
利用 (24.5) 得 
ha DAOL AOAO -Bolt-s) 
< Mehat- (¿> s >0) 
重复 这 个 推理 可 推 知 
eh D-4 < Me knot nel) (¿> s>0) (24.16) 
这 里 r=1,2,…,k. 
车 =n, 则 我 们 已 完成 了 证 明 . 现 设 k<n, 或 者 k=0(k=0 相当 于 对 i=1， 
2,…,n 都 有 zt 一 + okt, g; (1)> + co). 


考虑 
za = Pin(t) rar (24.17) 
假设 它们 不 具有 指数 型 二 分 性 ,那么 由 命题 4.12 存在 如 一 + oo ,使 
[Besim + m) = $n(tn)|<1 (24.18) 


再 考虑 系统 
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z" = P,(t)=, (i= 1,2,--,k) 
za = [Pk (t) + aları (24.19) 
zi = P(t)r; (i=k+2,.,n) 
由 于 系统 (24.4) 结 构 稳定 ,所 以 当 a >0 充分 小 时 ,(24.19) 与 (24.4) 拓 扑 等 价 . 设 
(24.4) 到 (24.19) 的 等 价 函数 仍 为 H(z ,zx).A 的 选择 如 前 .我 们 有 
hil tms Ae, 4) = eh) hi(0, Ae hame) (i = 1,2.,k) 
hesi (im s Ae.) = EArt) tm) em 
è hari(tm + m Aeh Enthan e1) 
hil tm s bepp) = EAOn h (tn Hm, 
Dehin Anner) (i=k+2,,n) 
由 (24.5) 有 
由 :2(tm) 一 办 :2(tmn + m) 
S #(t,,) — $A (t,, + m) — B- am 一 -oo 
重复 这 个 推理 可 得 
Dilim) — iltm + m)—— c (i=k+2,.,n) 


从 而 
hiltms Ae) >0 (i= k +2,-:,n) (24.20) 
选取 a>0, 由 (24.18) 可 得 
hyri (tms Aeg) > 0 (24.21) 
由 (24.16) 有 页 (tn) 一 一 co (i=1,2,,k), P 
hil tms Aep) >0 (¿= 1,2,.,k) (24.22) 


(24.20) 一 (24.22) 三 个 式 子 联合 表明 
H(z,,, Ae, I) — 0 
这 与 | 及 (tw,Aek,i)| >1 矛 盾 .这 说 明 (24.17) 具 有 指数 型 二 分 性 .由 于 1 一 
+ 吕 时 ,由 +1(t) 阅 + 00, 所 以 存在 M>0, 及 c>0 使 
ha Dha) < Med (t >s>0) 


由 (24.5) 得 

eheh) <Ç e 才 41(0)- 丰 10-B-aGs-O) < Mehe- letas- 
重复 这 个 推理 可 得 

et (D-4) Cas Me-("-t-DB, [ot(r-k-1)al(s-s) (s>:>0) 
这 里 r=k+1,…,n. 


这 个 式 子 与 (24.16) 一 起 表明 系统 (24.4) 有 指数 型 二 分 性 .定理 24.1 证 毕 . 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 举 一 个 例 说 明 , 结 构 稳定 系统 在 M 中 不 是 稠密 的 . 这 
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一 点 与 自治 线性 系统 是 不 同 的 . 由 于 结构 稳定 系统 就 是 具有 指数 型 二 分 性 的 系统 ， 
因此 只 要 说 明 具 有 指数 型 二 分 性 的 系统 在 M 中 不 稠密 即 可 . 要 说 明 这 一 点 ,只 要 
举 出 一 个 方程 ,证 明 它 和 它 小 邻 域内 的 系统 都 不 具有 指数 型 二 分 性 即 可 . 


考虑 纯 量 方程 
x’ = [sin In(1 + £) + cos In(1 + t)]z (24.23) 

及 它 邻 域 中 的 系统 
z“ = [sin In(1 + z) + cos In(1 + t) + e(t)]x (24.24) 


这 里 (+) 是 满足 | eCe) | SGAIRNE RRR. 
下 面 我 们 利用 命题 4.12 来 证 明 这 两 个 系统 都 不 具有 R * 的 指数 型 二 分 性 . 
(24.23) 的 基本 解 是 etine) 
记 
$(z) = (1 + t)sin In(1 + t) 
t =e] (k=1,2,.) 
ta =e HDIL (k = 1,2,-:) 
W tr- £ so, AC) Ale) =O. 
所 以 由 命题 4.12, 系 统 (24.23) 显 然 不 具有 R* 上 的 指数 型 二 分 性 . 
系统 (24.24) 的 基本 解 是 e+OsnnG+O*je(od， 


取 


记 
W) =G + Osnh(1+ 2) + er)ar 
取 0 


t =e} -1 (k =1,2,--) 
ta =en} -1 (k =1,2,--) 
显然 uta B te- tayo. 
注意 到 | e(z) | < 士 , 则 有 


(n) — Cta) = et + e23 + enar 


>ii + e3) ->+ oo (k— oo) 
又 取 
r, = eZ- -1 (k=1,2,.…) 
显然 >r H 弘一 弘一 oo 
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Z tk 
BED = P= ei = ehe a el dr 
<- AGa + er-i) 一 一 oo 


由 少 的 连续 性 ,因此 必 存 在 点 列 sa Eks te) s Ek te) WE s> s, 
sU s °, R 
Pls) — pls) = 0 
于 是 由 命题 4.12, 系 统 (24.24) 也 不 具有 R* 上 的 指数 型 二 分 性 . 


825 非 自治 线性 系 强 结构 稳定 的 充 要 条 件 


前 一 节 我 们 证 明了 , 非 自治 线性 系 在 半 轴 上 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 该 系统 在 
半 轴 上 具有 指数 型 二 分 性 . 

一 个 自然 的 问题 是 : 非 自治 线性 系 在 全 轴 上 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 不 是 该 系 
统 在 全 轴 上 具有 指数 型 二 分 性 ? 这 个 问题 似乎 是 困难 的 ,至 今 未 解决 ,但 我 们 倾向 
于 否定 的 管 案 . 

文献 [34] 用 加 强 结构 稳定 概念 的 条 件 的 办 法 解决 了 上 述 问题 . 

考虑 

z = f(t,z) (25.1) 

XE R",/ 属 于 某 个 带 有 拓扑 的 函数 空间 . 
定义 25.1 若 存 在 /的 某 个 邻 域 N(f),YV gEN(/), 系 统 > =g(1,z) 都 拓扑 等 
价 于 (25.1), 且 等 价 函数 H, r) 

1° Vzxo€ER", 当 z>zo 时 ,H(t,z)>H(t,z0) 关 于 + 是 一 致 的 . 

2 记 日 (1,*)=G(t，*), 则 G(t，*) 也 是 有 性 质 1", 则 称 (25.1) 强 结构 稳 
R. 
注 定义 25.1 中 的 1°,2° 两 个 性 质 具有 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 . 

对 称 性 的 含义 是 :系统 甲 到 系统 乙 的 等 价 函数 满足 1",2", 则 系统 乙 到 系统 甲 
的 等 价 函数 也 满足 1",2°. 传 递 性 的 含义 是 : 系统 甲 到 系统 乙 的 等 价 函数 满足 1°, 
2°, 且 系统 乙 到 系统 再 的 等 价 函数 也 满足 1",2", 则 系统 甲 到 系统 丙 的 等 价 函数 也 
满足 1°,2”. 

考虑 线性 系 

x = Alt)z (25.2) 

ZER",4A(t) 定 义 在 R 上 ,连续 ,有 界 . 

在 全 体 这 样 的 A (1) 形成 的 集 EE 中 引入 距离 | 4A(t) -B() 1 = 
spl A(z) -B(e)| .从 而 下 形成 距离 空间 . 
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本 节 将 证 明 下 列 结论 
定理 25.1 系统 (25.2) 强 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 (25.2) 在 R 上 具有 指数 型 二 分 
t. 
下 面 的 材料 主要 取 自 文献 [34]. 
用 X(1) 表 示 (25.2) 的 基本 解 方 程 , 设 (25.2) 具 有 指数 型 二 分 性 , 则 
|X(¿)PX-1(s)|< kiet (t>s) 


IX,- P)X-1(s)|< kied (ts) (25.3) 
由 命题 4.7, 系 统 (25.2) 可 对 角 分 块 , 即 (25.2) 运 动 相似 于 
Ai(z) 
z = | | (25.4) 


其 中 子 系统 z = Ai(z)zl 与 z2= Az(t)za 的 解 方 阵 Xi(z),X2(z) 分 别 满足 
[XEXE |K ket (¿> 5) 


5; 
[Xi XI Cs) |< ket (¿< s) (25:5) 
现在 造 一 函数 
Veisa) = of [XIOXT Oz 22 (25.6) 
令 |A1(2)|<L, 又 记 C=2L2?k?a-l!. 
考虑 两 个 系统 
x= AI(t)zl (25.7) 
X11=— Ciz (25.8) 
引 理 25.1 车 (25.7) 的 解 方 阵 Xi(t ) 满 足 (25.5), 则 V(z,z1) 满 足下 列 诸 条 : 
r itas Vez) <Ë |<]; (25.9) 
o dV(t,z)) 3 2 
2 人 2|zil 
Vinn) Mina] <-2|z1l?. (25.10) 
(25.8) 


eae 14.4 证 明 的 前 半 部 分 完全 一 样 . 
313 25.2 若 (25.7) 的 解 方 阵 Xi(i) 满 足 (25.5) 则 系统 (25.7) 拓 扑 等 价 于 
(25.8) , 且 等 价 函 数 h(z ,Zz1) 满 足 定义 25.1 中 的 1°,2° 即 

1° V z€ R" 当 zi->zo 时 h(t,zi)—>h(t,z6)2£ T t 一 致 . 

236 h 1(t,*)=g(z，"), 则 g(t，*) 也 有 性 质 1°. 
证 明 系统 (25.7) 与 (25.8) 满 足 引 理 14.2 的 全 部 条 件 , 从 而 由 引 理 14.2 与 引 理 
14.3 可 知 系统 (25.7) 拓 扑 等 价 于 (25.8). 因 此 只 要 证 明 1*,2* 即 可 . 
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我 们 沿用 引 理 14.2 证 明 过 程 中 的 式 子 与 记号 ,但 引 理 14.2 中 的 V(t,z) 被 
(25.6) 式 定义 的 具体 的 V(4 ,x ) 所 代替 . 
设 z(1) 是 (25.7) 或 (25.8) 的 解 ,由 (25.9),(25.10) 有 
CO) <- alalt)? <- FVC, el) 


设 s<, M s Ae 积分 得 
V(z,z(2)) S V(s,=(s))e 2 (my) (t> s) (25.11) 
由 (14.8) 有 
V(T(r,5),XICT(r,5))Xil(r)g) = 1 (25.12) 


(注意 :在 引 理 14.2 中 我 们 用 X(t,zo,zo) 表 示 初 值 解 ;这 里 Xi(t) 表 示 解 方 阵 ,请 
读者 注意 这 个 记号 差别 ). 
下 面 先 估计 | T(z, Ç) - r| 的 值 .分 两 种 情况 , 若 T(r,5) 三 r, 则 由 (25.12)， 
(25.5) 及 (25.9) 有 
1= VCT(r,5),XI(T(r,5))XTI(r)5) 
<a 1|Xi(T(r,t))XIi!(r)t|2 
<Ç katke? TD D| gË 
由 此 得 
ITC, p) -rl< mel) (25.13) 


若 T(r,5) 入 r, 由 (25.5) 有 
[XOXE SE) ne (s>) 
令 7=X1i(z)Xr!1(s)&, 则 得 
EIS R IXICODX E) gle (>) 
所 以 
[XX US) eR gle (s>) (25.14) 
由 (25.12),(25.19),(25.14) 有 
1= V(T(r, 6), X(T(r,¢)) Xi (r)¢) 
LX(T(r, 8)) Xi Cl? 
s. L -lg-2| t|2e2e(r-T(e,O) 
由 此 得 
ITC) = rj PUL (25.15) 


下 面 我 们 来 证 明 , 若 A0, W4 >to it, TC, t) T(r,t0)36 r E—3k 
的 . 


* 206 > 微分 方程 分 类 原理 


车 不 然 , 则 存在 bo>0, Embo 及 使 
[T(r Em) — T(rm, Yo) |> ôo (25.16) 


H (25.12), (25.6)# 
0= V(T(rm Em) X(T ms Em) ) XT Em) Em) 


- V(T( tm» o) Xi(T(rm, C0)) Xi Ctm) to) 
=2 [XOXE En) bn 24 
Ties 


=a XX Yrm) bol?ds 
Tr, 


saf RE 
Tirpsta) 


- |x, wx t(r,)to|2)ds 


+2 ia P [XOX en) ola 
T(r。， 

E224, + 242 (25.17) 
我 们 来 分 别 估计 A, 与 A. 
由 于 |A1(z)|<L, 所 以 有 


Tesk) = 
Í | 和 | 
T(r $o) 


D | bol? | Tr, Em) — Tl tm bo) | 


e-2L[| TEn Ea) En | + | Tanen |) 


14z|> 


由 于 ato B 名 天 0, 所 以 当 m KN, |t- tol <LL, u Mi = 


In4'&ta t| tol? In4L-k?| ç | 2 
2a , Za 


断 , 当 m 充分 大 时 


,那么 由 (25.13),(25.15) 及 (25.16) 可 推 


|42| òo l go |2e M, (25.18) 
由 于 对 任意 向 量 7 有 | ?|?= 7 ”7, 利 用 这 一 公式 可 得 


Ti o EE CX; OXOX en)a 


l4] = 


— Eo XT!" (Ctm) Xi (s) XI(s) XI (tm) bo)ds 


<[ od [XODA en) |2] En- tol+ | tol 
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e [XIXE C tm) |? En = Eolas 
<|” O XOX En) |? Ea - tol C Eml + l Eo Das 
Tlen in) 
当 m 充分 大 时 ,| Em | + | 5o| <3] ol ,所 以 
[ail <3l toll ga = tol [fF XOX en) Žas 


+ [TIKOX n)l?as] 


由 于 


|X,(s)Xí!(r,)|?2ds 
Tirpsta) 
<e elln lds 
LICA 0] 


SITC tms Em) - Tm || Tn Enn 
< 


2M;e*M, 


| XCs) XI! tn) |?ds 


<f kett- as S £ 
2 
Bi |A| <3] tol [2M eW + $E) | 6, - tol. 因此 当 mo 时 有 


A —>0 (25.19) 
(25.17) 一 (25.19) 意 味 着 一 个 矛盾 . 这样 我 们 就 证 明了 当 bo 天 0 时 , 5 一 to 
可 推出 TO, E) >TO, ko) 关于 :是 一 致 的 . 
由 引 理 14.2 证 明 过 程 可 知 A (z, ELUF 
hat) 人 (#0) 
0 (¢=0) 
FERMER: 4 >to Bt, hlr, g) >h lr, GoT r EA. 
当 to=0 时 ,由 引 理 14.2 证明 中 的 (14.12) 式 即 可 推断 上 述 结论 成 立 , 因 此 ， 
只 要 证 当 60 去 0 时 ,结论 也 成 立 . 
设 5 一 5o, 由 于 to 关 0, 所 以 可 不 妨 设 | 5 tol < 如 ,又 记 T(=,t)= T, 
T(r, bo)= To FÈ 
1A(r,5) —h(r, Co)| 
=|e DX(TIXITE - eX, (To)X (Ce) to| 
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< |e (DX ((CT)XI'(z)| |E- tol 
+ |e DX ((T)X/(!(z) — e (TO X (To)Xi1(z)|| tol 
Ea +A 
下 面 来 估计 A 与 A. 由 (25.13),(25.15) 有 
[aiK elTe! T- Ig a t| | < ette, | g- tol 
为 了 估计 Az, 先 证 一 个 结论 ,对 任意 的 z,sE 尺 ,有 下 列 结论 
|X,(z)Xí'(s) -I| L |: sheles! (25.20) 
Jet [|< clt- slelis! (25.21) 
显然 ,(25.21) 是 (25.20) 的 一 个 特殊 情形 ,因此 我 们 只 要 证 明 (25.20) 即 可 . 
事实 上 , 任 取 z 介 于 s*,z 之 间 , 则 有 
Xi(r)Xits)zl = zi +[AG)X0)X71G)2idr 


于 是 
[X(T XS) - Dzil 


=> [Azar + ACLXCO)X t(s) - I]zıdr 


SLle -sl æla L| S XOXO) - laila 
由 贝尔 曼 不 等 式 立 得 
[XX - Dz, |< Llr- s| |zilerlr-s! 
所 以 
[XiX s) -TI<LIr- sle! =! 
即 (25.20) 成 立 .于 是 有 
|A5|< le To] 
e [e TDX T)XT CE) - Xi(To)XIi!(r)| | tol 
< [eTo | | ee DX (T)X (To) -1| 
.| X(T) XT" C)| | bol 
Kelb To] | 如 emDXICT)XIICTo) - I| 
由 于 To- r= T(r, bo) - r, LLH (25.13), (25.154 
| To - r| < 2M; (25.22) 
另 一 方面 ,由 (25.20),(25.21) 有 
|e 人 XICT)XICTo) - 1| 
< le Te DX CT)XI'(To) - XICT)XTCTo) 
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+ [XXi To) -1| 
Sle TD -1| |X (T)XT!(To)| | Xi(T)Xr1(To) - I| 
< c| To- T le~el ToT lel T-Tol L| T- Tole! TT] 
因此 
[A| eM | go) Lc|T - Tolzecrrc17-ml 
于 是 
Ia(r,b) - h(t, go) | Ket, | ç — gol + eMc+n | ç | 
+ LC|T - To |2e@L+O) | T-Tol 
前 面 已 证 , 当 > go BR. T(r, E) >T Cr, G) ÉF r 是 一 致 的 .因此 Ar t)> 
A(r,go) 关 于 r 也 是 一 致 的 . 
Wh 1(r,-)=g(r,:),MJ 
g(r,€) = XI(r)X/I!(T(r,£))e TDN 
完全 类 似 地 ,可 证 当 5 一 to 时 ,g(r,$)>g(r, bo) 关 于 + 也 是 一 致 的 .这 样 就 完成 
了 引 理 25.2 的 证 明 . 
引 理 25.3 系统 (25.8) 与 
i (25.23) 
拓扑 等 价 , 且 等 价 函 数 满足 定义 25.1 中 的 1",2". 
证 明 取 V(zbD=|zil2?, 则 


dt ga > eleli 
人 | 
dt lasa lal 
取 7=minlc,1|, 则 
avi 
q aor ENH 
dV (xı) Jz]? 
dt |osa T7 


其 余 证 明 步 又 与 引 理 25.2 相同 .证 毕 . 
由 引 理 25.2 与 引 理 25.3 可 得 
引 理 25.4 系统 (25.7) 与 (25.23) 拓 扑 等 价 , 且 等 价 函 数 满足 定义 25.1 $ 1°,2°. 
类 似 地 可 证 
引 理 25.5 系统 
z” = Az(t)z2 (25.24) 
与 系统 
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z = 工 2 
拓扑 等 价 , 且 等 价 函 数 满足 定义 25.1 中 的 工 ,2 
于 是 得 下 列 定理 . 


定理 25.2 设 系 统 (25.2) 在 R 上 具有 指数 型 二 分 性 , 则 (25.2) 拓 扑 等 价 于 
| 1 


$” = x (25.25) 


1 
且 等 价 函 数 满足 定义 25.1 6 1,2. 
引 理 25.6 iH r =A(1)z 拓扑 等 价 于 zx =B(1)z, 且 zx =A(1)z 具有 R 上 的 
指数 型 二 分 性 , 则 x = B(:)z URAR 上 的 指数 型 二 分 性 , 且 投影 方 阵 秩 不 变 . 
证 明 由 定理 25.1( 或 定理 14.1)z“=A(z)z 拓扑 等 价 于 
-1 


== 工 (25.26) 


其 中 一 1 的 个 数 等 于 投影 方 阵 的 秩 数 . 从 而 >” = B(z)z 也 拓扑 等 价 于 (25.26) .由 
定理 14.2, 系 统 z“=B(t)z 也 具有 R 上 的 指数 型 二 分 性 , 且 投 影 方 阵 和 秩 数 等 于 
(25.26) 的 系数 方 阵 中 一 1 的 个 数 .证 毕 . 

在 证 明 本 节 主 要 定理 之 前 ,我 们 顺便 说 明 : 前 一 节 中 的 引 理 24.2 与 引 理 24.3 
对 全 轴 的 情形 也 是 适用 的 .因为 这 两 个 引 理 并 未 涉及 全 轴 或 半 轴 ,下 面 复述 一 下 定 
理 25.1. 
定理 25.3 系统 (25.2) 强 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 (25.2) 具 有 全 轴 上 的 指数 型 二 
分 性 . 
证 明 ”充分 性 的 证 明 . 

设 (25.2) 具 有 全 轴 上 的 指数 型 二 分 性 ,由 命题 4.9, 存 在 6>0, 当 A(z) - 
B(t) || <6 时 

x = B(i)z (25.27) 

也 具有 全 轴 上 的 指数 型 二 分 性 , 且 投 影 方 阵 的 秩 不 变 . 

由 定理 25.2, 系 统 (25.2) 与 (25.27) 都 拓扑 等 价 于 (25.25), 且 等 价 函数 满足 
定义 25.1 的 ,2*. 又 由 拓扑 等 价 概念 的 等 价 性 及 定义 25.1 后 的 注 , 即 可 推断 . 
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(25.27) 拓 扑 等 价 于 (25.2), 且 等 价 函数 满足 定义 25.1 的 1,2°. 因 此 系统 (25.2) 
强 结构 稳定 . 充分 性 证 毕 . 
必要 性 的 证 明 : 
由 引 理 24.2, 引 理 24.3 及 引 理 25.6, 我 们 可 不 妨 设 系统 (25.2) 是 可 积分 分 解 
的 系统 (具体 推理 同 于 定理 24.1 的 必要 性 证 明 , 不 再 重复 ), 即 设 (25.2) 取 以 下 形 
式 
z" = P;(t)z; (i=1,2,.…,n) (25.2) 


i $G) = | P,()as, Wi 
[Bint) = ó, (s)] — [$(2) — $,(s)] 2 p+ alt- s) (25.28) 
RE ¿=1,2,--,n - 1:25. 
现在 我 们 设 (25.2)" 强 结构 稳定 ,要 证 明 (25.2) 具有 全 轴 上 的 指数 型 二 分 性 . 
首先 设 , 存 在 一 个 i ,使 得 
Jim ë) <+ on 
又 设 是 这 样 ; 中 最 大 者 ,于 是 
Jim eh <+ oo 


Jime =+ oo (i=k+1,=,n) (25.29) 
取 <0, 且 |c| 充 分 小 ,于 是 系统 
Zi= pi(t)z; (i= 1,2,--,k — 1) 
z = (pilt) + a) zr (25.30) 
Ti = pi(t)z, (i =k+1,,n) 
拓扑 等 价 于 (25.2), 且 (25.2) 到 (25.30) 的 等 价 函数 H(: ,zx) 满 足 定义 25.1 的 
1°,2°. 记 H=col(h1,…,h,). 
用 e, 表示 第 k 个 分 量 为 1, 其余 分 量 为 0 的 向 量 . z, 是 一 个 实数 ,类 似 于 定理 
24.1, 则 有 
hilt, eh OAO re) ë AOO a (s, zy) (i=k+1, =n) 
H k WEN, ffe 如一 + co iE p, (,,)< + oo, 于 是 有 
hil tmp AEn AO re) = Ebi) HRs ae) (i= k+l,-,n) 
由 命题 7.5, 上 式 左 边 有 界 , 而 点 (in)->+ co (i= +1,…,n), 于 是 可 推断 ,对 一 
切 s,zs 有 


hils ze) =0 (i=k+1,=,n) (25.31) 
现在 我 们 证 明 : 存 在 自然 数 了 >0, 使 对 一 切 € R 有 
lAa +T) -a)l (25.32) 


若 不 然 , 则 对 任意 自然 数 m ,存在 相应 的 ,使 
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[g(tm + m) — b(tn)|<1 
取 A>0 充 分 大 ,使 当 |z| 三 A 时 ,对 一 切 : 有 |H(t,z)| 之 1( 由 定义 7.1 的 
(ii ), 知 这 样 的 A 是 存在 的 ), 于 是 当 i=1,2,…,k 一 1 时 有 
hi(tm + m, Aep) = eA Cn DAEA) h(t, AA Ant e) 
由 (25.28) 有 
$, (z, + m) = Peilin) $ (t, + m) — h(t,,) — B- am 
<1- B - am >- œ% 
重复 上 述 推理 ,有 
Pltw + m) — (tin) oo (i = 1,2,--,k -1) 
由 于 hil tm p Aeh n) Ant) e, YAR, PEVA 
hi(tm + m, Ae) >0 (m — œ) (25.33) 
我 们 还 有 
halim + m, Ae) = Anth tam, (ts Ahn) -hn tm) o) 
由 于 a<0, 所 以 
hi(tm tm,Ae) >0 (m — œ) (25.34) 
(25.31),(25.33),(25.34) 联 合 表明 
H(tm + m,Ae,) >0 (m — eo) 
但 按 A 的 选取 ,我 们 又 有 
[H(t + m,Ae,)|2>1 
这 是 一 个 矛盾 ,所 以 (25.32) 成 立 ,由 命题 4.13, 知 z, = p(t)zs 具有 指数 型 
二 分 性 ,由 于 t->+ co 时 ,内 (zt) 上 有 界 ,因此 存在 上 >0, 使 
ADA L keD (¿> s) 
与 定理 24.1 类 似 ,可 证 (25.2) 的 前 个 方程 都 是 有 指数 型 二 分 性 , 且 都 是 正 
向 指数 型 渐 近 稳定 . 
WR k= n ,那么 定理 已 证 完 ,所 以 可 不 妨 设 E<”, 或 上 =0. 若 系统 


Za = Phri(t) Tar (25.35) 
不 具有 R 上 的 指数 型 二 分 性 , 则 对 任意 自然 数 mm ,存在 相应 的 zw 使 
[Benin + m) — bn(tn)|<1 (25.36) 


由 于 (25.2) 强 结构 稳定 ,所 以 当 a >0, | a | 充分 小 时 ,(25.2)' 拓 扑 等 价 于 
zi = pi(t)r; (i= 1,2,-:,k) 
EE (25.37) 
X'i = pit); (i=k+2,.…,n) 
且 等 价 函 数 昌 (: ,zx) 满 足 定 义 25.1 PH 1° ,2°. 
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记 昌 71(t,*)=G(z，,*), 又 分 别 记 (25.2)' 与 (25.37) 的 标准 解 方 阵 为 U(z) 
与 V(z), 则 
G(t, VV (ss)y) = U(z#)U !(s)G(s,y) (25.38) 


取 投影 方 阵 P= |: al ,到 表示 上 阶 单位 阵 ,又 记 GC, y) = col(g1,…, ga), Ml 
有 
gilt, V) V 1(s)Py)=e%(0-6()g,(s,Py) (i=1,2,--,n) 
因为 
Jim V(t) V (Gs)Py =0 
又 由 的 含义 ,对 任意 ;ER 有 


lim 4-4 =+ oo (i =k+1,.,n) 


tro 


所 以 对 任意 sER, 任 意 y€ R" 有 
gi(s,Py) =0 (i=k+1,.…,n) (25.39) 
用 e+ 表示 第 +1 个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 0 的 向 量 ,A 的 含义 如 前 ,我 们 有 
hisi (tm + m, ehia ntm nim) Ae, ,1) 
S efin Ent hant, (tn, Aep) 
由 (25.36) 并 注意 到 a >0, 则 得 
hrsiC tm, Aer) 一 0 (m — œ) (25.40) 
我 们 又 有 , 当 i=k+2,…,n 时 
hi( tm + m ebat) hatn) Ae, ,1) 
= eh tm) -he h(t ,Ars1) 
由 (25.28) 有 
由 (tm + m) = Prial tm) Peri Cim + m) — bri(tn) + B+ am 
Z 1 + BË + am 一 二 oo 
重复 这 个 推理 可 得 
$ (z, + m)— Btn) >+ oo (i=k+2,.,n) 
于 是 
hil tms Aer) >0 (i=k+2,.,n) (25.41) 
H (25.40) 5 (25.41) 
lim (I ~ P)H (tn, Ae) = 0 (25.42) 
由 命题 7.5, H(z, Ae ,1) 有 界 ,不 妨 设 | H Ctm Att] <M. 
另 一 方面 ,由 于 等 价 函数 HO, ), G, EEX 25.1 的 1°,2*, 所 以 对 e = 
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全 ,存在 3>0, 当 |y1 一 yz|<8 时 ,有 25.1 的 1",2, 所 以 对 。= 合 ,存在 6>0, 当 


[yi =y <8 A 
|G(t,yi) - Gilt, y) |< € 
对 一 切 :€ R 成 立 . 
由 (25.42) , 当 m 充分 大 时 

[H(z,,,Ae,.,) — PH tm, Aep) | < 6 

于 是 
[gxn(t,H(tm ,Aes)) - grri(t, PH(tn aetD)|<e 

JK = 如 , 则 得 

[A - grs (tm, PHC tm, Aep11))| < e 


但 由 (25.39) ,gt1(zm ,PH(tm ,he ,1))=0, 于 是 得 A<e kS = 238. 
所 以 ,系统 (25.35) 是 有 R 上 的 指数 型 二 分 性 ,由 于 1 一 + co 时 ,和 11(1) 一 
+ oo, 因 此 存在 &>0,a>0 使 
AnD haO L keD (¿< s) 
利用 (25.28) 则 容易 证 明 系统 (25.2) 的 后 面 nk 个 方程 都 具有 R 上 的 指数 型 二 
分 性 , 且 是 负 向 指数 型 渐 近 稳定 的 .证 毕 . 


826 平衡 点 邻 域 局 部 结构 稳定 的 若干 结论 


考虑 系统 
x = f(t,z) (26.1) 

ZER", f(t,0)=0, 于 是 原点 是 系统 (26.1) 的 平衡 点 . ( 若 平衡 点 不 在 原点 ,我 们 
可 以 通过 一 个 平移 ,将 平衡 点 移 至 原点 ). 下 面 我 们 来 考虑 原点 的 小 邻 域内 的 局 部 
结构 稳定 问题 . 
定义 26.1 设 三 属于 某 个 带 有 拓扑 的 函数 空间 巨 , 若 存在 f 的 某 个 邻 域 N( 了 )， 
YVEEN(f), RÈ z = g(t,z) 都 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 (26.1),( 局 部 拓扑 
等 价 概念 见 定义 8.2) , 则 称 系统 (26.1) 在 原点 邻 域 关 于 空间 E 局 部 结构 稳定 . 

H D 表示 尺 " 中 原点 的 某 个 邻 域 ,用 E 表示 具有 下 列 性 质 的 函数 全 体 : 

(Ci) fG,z)€C2(RxD,R"); 

Ci) D3f(z,z) 在 原点 近 旁 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ,在 E 中 引入 距 离 

If-gl =sup[ [fGt,z)- g(t,z)| 
EB 


+ |D2f(t,£) - Dzg(t,z)|] 
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定理 26.1 若 系统 (26.1) 的 零 解 变 分 系 
z = D2F(t,0)z (26.2) 
具有 R 上 的 指教 型 二 分 性 , 则 系统 (26.1) 在 原点 邻 域 关于 空间 E 局 部 结构 稳定 . 
先 证 明 一 个 引 理 ,考虑 
x = A(t)z + F(t,z) (26.3) 
引 理 26.1 Ëx =A(t)z 具有 指数 型 二 分 性 ,FF(t, 工 ) 满 足 


lim, — = Pee2) =0 及 F(1,0) = 0 (26.4) 


则 系统 (26.3) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 x = A(1)z. 
证 明 用 X(t) 表 示 z'“=A(t)z 的 基本 解 方程 , 则 有 
|XCz)PX-I()| 和 ie- (¿> s) 
IXA- P)X-1(s)|<< keD (<s) 
由 条 件 (26.4) ,存在 S>0, 当 | zi| ,| zz|<$ 时 ,有 
[F(z,z4) - F(t, zə)|<g|= zı = zx2| 


于 是 由 定理 15.4, 系 统 (26.3) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 = = A(:)z. 证 毕 . 
定理 26.1 的 证 明 ”我 们 采用 现代 分 析 的 记号 (参见 [35]) ,在 原点 展开 F(t,z) 得 


fG,z)= fG,0) + Dy f(,0)z + 0 = DD1G,se)as + (2) 


= DyfGa,0)z + [O - Dlr, sr)ds + >? 


Heh f'A - 5)D8/(4, sz)ds 是 连续 双 线 性 映射 , 记 为 F(1,z). 
我 人 有 
|[Flt, x1) + <21)? — F(t, 22) * Cx2)7| 


= [[ (Df, sm) ds e? 
-ha Əla, sza)ds + <a>? 
<| - Spgs)as + <a> 
- Fa - ƏDBG, as + <z + z»| 


+ [BOA dD, se) a + Gi + z2 
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-J a- 9DF ssza)ds + Cai + z2)| 
1 

+ |! A -= s) Df(t, sr2)ds + Cr ° z2) 
0 

-fa — s)D4 f(t ,sx2)ds + ca 


1 
<|ha -= s)DŻ f(t ,sxı)ds| |z] | z1 - z>| 


+ hha- 9M] z = za sds |21| laa | 


+ | = D3, sra)ds |22| lzi = zal | 


所 以 
im En) ap F(z) e? 0 
BIBE) [zi ~ zz 
于 是 由 引 理 26.1, 系 统 (26.1) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 它 的 零 解 变 分 系 
(26.2). 
由 于 (26.2) 具 有 指数 型 二 分 性 ,因此 由 命题 4.9, 存 在 6>0, 当 
14(z) - D;f(:,0)| < 8 (26.5) 


时 ,系统 = = A(1)z 也 具有 指数 型 二 分 性 , 且 投 影 方 阵 的 秩 不 变 . 
任 取 gEE, 且 | /-gl <3, 即 
supll f(1,z) = g(z,z)|+ |Dzf(tz)- Daglt, x)|] < 8 
K3 


于 是 
[|D;f(:,0) - Dsg(i1,0)|< ô 
由 (26.5) 知 ,系统 
z’ = D2g(t,0)z (26.6) 
也 具有 指数 型 二 分 性 , 且 投影 方 阵 的 秩 与 (26.2) 是 一 样 的 . 
重复 本 定理 开头 的 一 段 证 明知 系统 
x = g(t,z) (26.7) 
与 它 的 零 解 变 分 系 (26.6) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 . 
男 一 方面 (26.2) 与 (26.6) 都 具有 指数 型 二 分 性 , 且 投 影 方 阵 秩 一 样 ,因而 由 定 
理 14.1, 它 们 都 拓扑 等 价 于 
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x = z (26.8) 


1 

因此 (26.2) 与 (26.6) 全 局 拓扑 等 价 . 

由 于 拓扑 等 价 是 等 价 关 系 , 所 以 可 推断 (26.7) 与 (26.1) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 
等 价 , 即 系统 (26.1) 在 原点 邻 域 局 部 结构 稳定 .证 毕 . 

下 面 我 们 再 来 讨论 齐 次 系统 的 局 部 结构 稳定 性 . 

考虑 

x = f(z) (26.9) 

ZER", 设 f(z) 是 齐 m 次 函数 ( 即 对 任意 实数 o, A flor)=o"f(x), H m>1. 

用 DD 表示 R" 中 原点 的 某 邻 域 ,用 En 表示 满足 下 列 条 件 的 函数 全 体 

(i) f(z=)€C(D,R"); 

(i) =€ DBF,| f(z)| Skl = |”. 
这 里 是 一 个 与 三 相关 的 常数 

在 ,中 引入 距离 
[f(z) - g(z)| 

|z|= 
定理 26.2 若 自治 齐 次 系统 (26.9) 零 解 渐 近 稳定 , 则 (26.9) 在 原点 邻 域 关 于 空间 
Em 结构 稳定 . 
证 明 由 定理 19.3 的 证 明 过 程 可 知 ,在 原点 近 旁 存在 正定 函数 V(x) 满 足 

(Dalzls*<V(r)<as| zl4 

(2) — -aslzrlAt™! (26.10) 

(26.9) 
© | | Sulli G12..n) 


这 里 A>1,a;>0 (i=1,2,3,4) 皆 为 常数 . 
下 面 我 们 证 明 , 当 


1f-gl = p 


If-zl <; (26.11) 


a3 
na4 
时 

x = glx) (26.12) 
z 8(z) 必 与 (26.9) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 ( 按 定义 的 6.3 意义 ) 从 而 系统 
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(26.9) 局 部 结构 稳定 . 
事实 上 , 当 xzED 时 ,有 


dV(z) 
dt 


_ dV(z) 
a 


工 =&(z) 


== f(z)+(g(z)-f(z)) 
= D YO 6 (z) + lela) = f(z))] 
(fo B f, 的 分 量 ) 


dv(z) tD YO gla) - f(z)] 


dt 


x= fla) 


a 


(H (26.10), (26.11))<- azl x |^"! + na| z^! Zna; 7|” 


a => 
<- zjar 


M (26.10) XÆ 
ale) PE <- azl z l^t"! <- Fasllar 
于 是 由 引 理 19.1 及 定理 19.2 即 知 z” = g(z) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 
x= flx), AT x= f(z) 在 原点 邻 域 关于 空间 En 局 部 结构 稳定 . 
下 面 考虑 非 自治 齐 次 系 
x = f(t,z) (26.13) 
了 关于 xz 是 齐 m KARK, m>. 
用 D 表示 R" 中 原点 的 某 邻 域 ,用 Em 表示 满足 下 列 条 件 的 函数 全 体 : 
Ci) fG,z)€C(RxD,R"); 
(Ñ) 当 zER,zeEDD 时 ,| flt, x)| Skel xl”. 
这 里 是 一 个 与 相关 ,但 与 z, 无 关 的 常数 . 
在 En 中 引入 距离 
lfa, z) - g(z,z)| 
ER ll” 
定理 26.3 2 5(26.13)66 FAEN HAEE 19.2), X i F(t, 工 ) 满 足 
A# r>0,ž |z], |2| <r 
|fGz,zi) - f(r,zx)|< kr”! | zi — z>| 
则 系统 (26.13) 在 原点 近 旁 关于 空间 E; 结构 稳定 . 
证 明 造 函数 


If-gl = sup 
1ER 
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VG,z)= Í xC, z)|Atmlae 


这 里 X(r,t,z) 是 系统 (26.13) 满 足 初 值 条 件 X(z) = z 的 解 ,A 是 充分 大 的 一 个 
正 的 常数 . 

由 定理 19.4 知 V(z,z) 在 原点 近 旁 有 如 下 性 质 : 

(1) arle lt” iV(,r)<as|zl4 


(2) dV(t,z) =- |z|4tm-1 
dt Z =/(z) 
(3) Via) <a |z]! (i=1,2,…,n) 
这 里 a1,a2,a3 是 正 的 常数 . 
下 面 证 明 , 当 
1 
lf- zl < Zna; 
时 ,z =&(t,z) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 (26.13) ,事实 上 , 当 >€ D 时 
dV(t,zx) 
dt [rsg 
_ dV(e,z) 
df |;=ya.z)+(gGz)-fGr.r)) 
aVv en 
=% + 2 Ja, fi + (g, A) 
_ dV(z,z) "av _ 
由 > Ia; 8i fO) 


1 
2naz 


<S- |z=|A*m-1+ naz| z^- lzi" 


<<- 寺 lzl*"! 
从 而 由 定理 19.1 及 引 理 19.1 知 z= g (1,z) 在 原点 邻 域 局 部 拓扑 等 价 于 
z=f(t,7z). 
因此 系统 (26.13) 在 原点 邻 域 关于 空间 已。 局 部 结构 稳定 .证 毕 . 
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系统 分 类 的 一 个 方法 


在 这 一 章 里 ,我 们 要 对 多 种 类 型 的 平面 多 项 式微 分 系统 进行 分 类 ,获得 具体 的 
结果 ,这 一 点 是 有 别 于 前 面 几 章 的 . 利用 这 种 分 类 理论 和 方法 ,在 研究 平面 齐 二 次 
定性 系统 的 全 局 结构 、 三 次 柯 尔 莫 哥 洛 夫 生物 系统 的 分 类 等 问题 中 已 初 见 成 效 . 

这 里 ,我 们 采用 的 是 代数 联 立 分 类 法 . 它 的 理论 基础 有 以 下 三 个 方面 :其 一 是 
对 称 共 变 张 量 的 直 和 空间 的 等 价 类 划分 理论 ,特别 是 要 利用 齐 次 对 称 共 变 张 量 空 
间 的 代数 不 变量 理论 ;其 二 是 对 平面 三 次 多 项 式 定性 系统 的 代数 联 立 分 类 理论 ;其 
三 是 微分 系统 的 线性 等 价 理论 ,这 种 线性 等 价 理论 在 前 面 的 章节 中 已 作 过 曾 述 . 

这 种 分 类 法 的 一 个 突出 特点 是 每 个 子 系统 的 变 参数 要 比 原 系统 (平面 二 次 或 
三 次 系统 ) 的 变 参数 来 得 少 .一 般 地 说 ,这 对 于 研究 问题 会 带 来 方便 . 


$27 准备 工作 


设 K 是 实数 域 或 复数 域 , 量 K[zi, za,…，,zw] 是 ) 元 变量 的 多 项 式 环 . 
K[z1,x2，,…,zn] 上 的 齐 r 次 多 项 式 空间 和 维 向 量 空间 巨 上 的 阶 对 称 共 变 张 
量 空间 S,(E) 是 同 构 的 .因为 ,给 定 一 个 元 齐 r 次 多 项 式 

f(z) = X Brrr mi zp aa 
ri+ rm+……+m=r, 都 存在 一 个 惟一 的 对 称 r 阶 共 变 张 量 
P= D Bror ur OO u, 
其 中 ui,u2，…,u， 是 基 e1,e2,…,e, 的 二 重 基 , 在 这 个 基 上 ,z= Èze; MR 
plv, =v) = flv), vEE 


反之 亦 同 . 因 此 ,我 们 可 以 把 一 个 ”元 齐 次 多 项 式 f 看 成 是 一 个 维 向 量 空 间 E 
上 的 x 阶 对 称 共 变 张 量 . 

设 沁 是 线性 变换 群 L(E,E) 中 的 非 退 化 线性 变换 子 群 .定义 
S-( 丐 ) 中 的 等 价 关系 R 如 下 : fRg 当 且 仅 当 存在 s€ ,使 得 g(x)=f(o(x))， 
TEE. DERE, ANAR R 是 由 a 导出 的 S,(E) 中 的 一 个 等 价 关系 . 

利用 这 种 等 价 关系 ,S-( 巨 ) 被 划分 成 若干 个 等 价 类 . 

It € 2, a 将 导出 映射 0,:S,(E) 一 S,(E), 满 足 o,(f)=g,f,g€S,(E). 即 
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对 一 切 zEE, 有 a,( 有 (z+)=f(o(z)). 所 以 ,对 f,g€S,(E), 若 fRg, 即 与 g 
是 等 价 的 , 当 且 仅 当 存在 a € ,使 得 o,(/)=g. 

设 A 是 对 应 于 so€ > J fE E 固定 基 之 下 的 矩阵 , 则 A 的 行列 式 detA = 
lol#0. 

设 映 射 u: S, (E)K 由 /一 u(/) 所 确定 . 称 u 是 了 的 权 为 q 相关 代数 不 变 
量 ,如 果 对 一 切 Ey, H 

ulo, (f)) = |ol%m(f) (q 为 整数 ) 

我 们 的 目标 首先 是 在 K = R (实数 域 ),E = R?,r = 2,3,4 的 情况 下 ,获得 
S,(R?) 的 各 种 等 价 类 ,其 代表 元 素 均 取 为 它们 的 标准 型 .这 里 所 利用 的 理论 是 以 
代数 不 变量 为 基础 的 .然后 ,我 们 再 讨论 对 称 共 变 张 量 的 直 和 空间 的 等 价 类 划分 问 
题 . 

设 FE S,(R2), F 由 下 式 确定 

F(x,y) = aoz4+ 4aiz2y + 6a2z2y2 + 4aszy2 + agy" 
1° 映射 S,(R2)->R H Fir 确定 ,这 里 
ip = aoad — 4ajvas + 3a3 

它 是 之 CL(R2?,R2) 的 权 q =4 的 相关 代数 不 变量 0261. 由 于 g =4, 从 上 面 代数 不 
变量 的 定义 ,可 知 ¿z 在 任何 非 退化 线性 变换 之 下 恒 不 变 号 ,这 正 是 不 变量 名 称 的 
由 来 . 

2° 映射 S,(R2)—>R H Fjer 确定 ,这 里 

jr = aoa2a4 + 2a)aoas — alas — aoa - aš 

它 是 之 CL(R2,R2z) 的 权 q = 6 的 相关 代数 不 变量 [381 . 

3° 映射 S,(R2)— R 由 F 一 Ds 确定 ,这 里 

Dr = iš - 27;% 

它 是 CL(R?,R?) 的 权 q = 12 的 相关 代数 不 变量 (381 . 这 个 DF 也 称 为 下 的 判别 
式 , 它 与 F 的 不 同 零点 的 平方 积 的 古典 定义 相 重合 . 

设 F=S,(E),G=S.(E). 考 虑 映射 站 xGr 一 GF, 由 下 述 确 定 :(o, p)>o. 
p ,满足 

(c° @)(f) = s,(g@(o;!(f))) (f€ F) 
其 中 was DAEX S, (E), S (EAR o € 小 导出 的 映射 . 

称 映射 u: F= S,(E) 一 G= S.,(E) 是 当 的 一 个 伴随 ,如 果 u 在 整个 习作 用 于 
G 之 下 是 不 变 的 , 亦 即 对 一 切 vcE 卫 , 恒 有 csw =v ,或 者 是 对 一 切 s € 2, EA 
0;°4 三 ue°o,. 下 述 的 海 赛 就 是 伴随 的 一 个 例子 . 

HIRM H: S(RÐ>S (RDM FP 一 He 确定 ,这 里 He = =l 


2 x 42 


Fa Fy 
Fo: Pl 
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其 中 Fur Fy, Fw 是 对 下 的 二 阶 编导 运算 .对 F€ S4(R2) ,我 们 称 Hr 为 F 的 海 
塞 . 
引 理 27.1[36] it F€ S,(R2),F 由 下 式 确定 
F(x,y) = ax? + 2bzy + cy? (a,b,c € R) 

则 存在 EL, F 33 F] vg AFi lz — 

I. F(z,y)=a(z2+y2),3# D>0,aF >0; 

H. F(z,y)=z2-y2,š Dr<0; 

M. F(z,y)=az2,a= +1,3# Dp=0,aF>0; 

N. F(z,y)=0 (上 述 DF=ac 一 52). 
318 27.29 it FE S,(R2),F 由 下 式 确定 

F(x,y) = aoz3 +3alz2y + 3azzy2 + azy? 

a,€ R(i=0,1,2,3). 那 么 存在 c€ 站 ,使 得 下 的 变 为 下 列 五 个 标准 型 之 一 

L. F(z,y)= x+y’, De<0; 

H. F(z,y)=z(z3-3y3)，DF>0; 

H. F(z,y)=3z2y, Dr=0, Hp#0; 

N. F(z,y)=z°, Dr=0, He=0, F#0; 

V. F(z,y)=0. 
其 中 

DF= 3aia3 + 6a0a1a2a3 - 4aoa3 — 4alas - aĝa 
HF= (agaz - al)z2 + (aoas — alaz)zy + (ajaz — a2)y2 
3127.3 it FE S4(R2),F 由 下 式 确定 
F(z,y) = aoz4+ 4aiz3y + 6a2z2y2 + 4aszy2 + ady4 

aiER,i=0,1,3,4. 那么 ,存在 aE ,使 得 下 变 为 下 列 十 个 标准 型 之 一 


I. F(x,y)= z+6pr ?y+ (a< - F), Dr>0,He<0,12H4- ipF?>0; 


H. F(z=,y)=a(zt+68z2y2+ yt), (a= +Lp> -村 ,wz 天),Dr>0， 
aF>0, 且 HF>0 3È 12HẸ- ipF?’<0; 


M. Flx,y)=zx*+6yr?y?- yt, (ER), Dr<0; 

N. F(z,y)=ay2(6z2+ 2), (a= +1), Dr=0,ajr<0,2irHp -3jFF >0; 

V. F(z,y)=ay2(6z2— y2), (a= +1), Dr=0,ajr<0,2ipHr -3jrF<0; 

W. F(z,y)=a(z2+ 2), (a= +1), Dr =0, aj >0,2ipHe -3jFpF =0, H 
He >0; 

M. F(z,y)= G6az2y2, (a = +1), Dp =0, ajr <0, 2irHp — 3jF =0, B 
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Hp<0; 

W. F(z,y)=4z°y,Dp=0, jp =0, ip =0, HF#0; 

K. F(z,y)=azt, (a= +1), Dr=0,jr=0, ir =0, HF =0,aF>0; 

X. F(z,y)=0. 
其 中 ,ip=a0a4 一 4ala3+3a3, jr =a0a2a4+2a1a243 一 afa4 apa3- a3, Dp = 
ik 27jk 

1 Fr Fry 
| 

下 面 我 们 简单 地 讨论 一 下 对 称 共 变 张 量 直 和 空间 的 等 价 类 划分 问题 . 

设 Si(E) 是 站 阶 对 称 共 变 张 量 空间 (i =1,2,…,r), 则 它们 的 直 和 空间 S(E) 
是 这 样 的 空间 [381 ,对 S(E) 中 任 一 张 量 下 ,可 惟一 地 表示 为 

F=F+F+Ft++F, 
其 中 F,€ Si;(E) (i=1,2,…,r), 对 zxEE, 有 
F(x) = Fi(x)+ Fx(z) += + F,(z) 


Hp 


我 们 把 S(E) 写 成 
S(E) = S(E)@@ S,(E) @--- @S,(E) 
设 Ri 是 Si(E) 中 由 忆 导 出 的 等 价 关系 (i=1,…,r), 由 R, 确定 了 
S;(E) 中 的 一 个 划分 D;, 即 
D; = [DP ,DS?,.…, D} 

其 中 DPNADP =Ø (m+n), UË, DP =S;(E). 

由 于 F, 在 变换 a 之 下 所 从 属 的 等 价 类 不 变 , 所 以 下 = F+ Fyt---+ F, Eo 之 
下 所 从 属 的 等 价 类 亦 不 变 ,从 而 

D= XD; = [DP x DP x -x DP |j, € 11,2, k}, S = 1,2,,7| 

就 是 S(E) 上 的 一 个 划分 .这 样 一 来 ,S(E) 上 的 等 价 类 个 数 等 于 kiXk XXk,. 

在 E=R? 的 情况 下 ,由 引 理 27.1,27.2,27.3, 当 +=2 时 ,S,(R?) 共 有 四 个 
等 价 类 ; 当 r=3 时 ,S3(R?) 共 有 五 个 等 价 类 ; 当 >= 4 时 , S4(R2) 共 有 十 个 等 价 
类 ;而 Ss(R?)BS3(R?), S,(R2)OS,(R2), S,(R2)@S, (R2), S,( R2)OOS, 
(CR2) 申 S4(R2) 分 别 有 20 4-.40 个 .50 个 .200 个 等 价 类 . 从 理论 根据 而 言 ,对 称 共 
变 张 量 直 和 空间 等 价 类 划分 理论 是 平面 多 项 式 定性 系统 分 类 的 一 个 必要 的 基础 . 
虽然 要 写 出 直 和 空间 各 个 等 价 类 的 标准 元 素 是 困难 的 ,但 从 后 面 $ 28 的 具体 分 类 
过 程 可 以 看 出 ,也 不 是 非 写 出 它们 不 可 . 

下 面 我 们 介绍 对 平面 多 项 式 定性 系统 进行 代数 联 立 分 类 的 基本 定理 , 即 定理 
27.1 与 定理 27.2. 它们 在 系统 的 具体 分 类 中 所 起 的 作用 是 最 为 重要 的 . 以 下 材料 
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取 自 文献 [39,40]. 
定理 27.1 考虑 平面 三 次 多 项 式 系统 

i= Dry = = P(x,y), y= Laly) = = Q(x,y) (27.1) 
RF P,Q ati 次 多 项 式 (i=1,2,3). i F(z, y)=zQ(xz,y)-yP(xz,y).i& 


4 小 ,0 对 应 的 短 阵 为 人 = 8 和) detA =A=a6 一 By 了 0. + 


£ u 
J-A) sa 
把 (27.1) 化 为 
3 
4 = `) B(u,v) = P(u,v), S< Bao, v) = Q(u,v) 
m 
记 F(u,v)=vQ(u,v) -uP(u,v), 那么 必定 有 (uso) = (x,y). 


证 明 因为 AZ0, 所 以 A-!= H? A; 


2(*)- l 6 P) e) (PE t )- s 
ds \v r Q(z,y) — P(x,y) + aQ(z,y) Q(u,v) 
于 是 
F(z,y)= zQ(z,y)- yP(z,y) = (au + Bo)Q(z,y) — (Yu + 6u)P(z,y) 
= u(aQ(z,y) - YP(z,y)) — o(óP(z,y) - BQ(z,y)) 
= uP(u,v) - aQ(u,u) = Flu,v) 
证 毕 . 这 个 定理 告诉 我 们 上 述 的 下 是 ceE 5 的 不 变量 . WA FC, y) M Flu, v) 
有 相同 的 标准 型 . 
定理 27.2 考虑 系统 (27.1). 其 中 
Pi(z,y)= ciz +c2y 
Q (z,y)= diz + dzy 
P(x,y) = csz2 + 2cazy + csy2 
Qa(z,y)= dsz2 +2d4zy + dsy2 


P3(x,y)= cez? + 3c7z2y + 3cszy2 + coy? 
Qa(z,y)= d6z3+3d7zzy + 3dszy2 + dyy? 
i 
4 
F(z,y)= zQ(z,y) -yP(z,y) = X, F,(z,y) 
i=2 
其 中 


F(x,y) = aoz? 十 2alzy + ay? 
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Fs(z,y) = foz? + 3B1z?y + 38yzy2 + Bsy2 
F(x,y) = roz* + 4riz’y + 6ryz2y2 + 4rszy2 + rays 
那么 系统 (27.1) 恒 可 写成 如 下 等 价 的 联 立 形式 : 
£= ÈP; a.y), y= Bar C.) (27.2) 
其 中 
Pr (zx,y)= (p -ai)z - ay 
QI (x,y)= agoz + (p + a)y 
Pi (z,y)= (ø; - Bi)z2 + (a> — 2B2) xy - p33? 
Q; (z,y)= Boz? + (o, +2B1)zry + (02+ Ba)y’ 
Pš (z,y)= (w1 = rz + (w — 3rə)z2y + (w3 -3r3)zyz 一 ray? 
Q3 (x,y) = roz? + (wi + 3ri)z2y + (wz + 3r;)zy2 + (w3 + r3)y? 
RE p,01,02,w1,w2,w3 是 实数 . 
证 明 设 


e dea + d2), oí = Zes + d4), ox = HOR ds) 


wi = (es + di), on = Flert do), w = 号 (ce+ do) (7.3) 
考虑 方程 组 
P(x,y) = z(olz2+ ozzy + wy?) +z(oz+oy) 
+ pr + qaz? 十 3g3172y + 3g327y2 + 9333 + qz? 
二 2g21Zy + g2232 + qiz + qoy (27.4) 
Q(z,y) = ylwz? + wzy + w33?) + yloaz + oy) + Py 
+ rat? + 3r3lz2y + 3razy? + 73333 + raz? 
+ 2r2lzy + ruy + riz + ry 
比较 (27.4) 两 端 同 次 寡 的 系数 ,可 得 
c6 = @1 + 930,3c7 = wz + 393l,3c8 = w3 + 3g32,c9 = qa3sde = r% 
3d7 = wi + 3rai,3ds = o> + 3r32,d9 = w3 + r33 
c3 = a1 + qw,2c4 = 02 + 2q3,c5 = qz, ds = rw,2d4 = ol + 27a 
ds = 02+ r2, ci = p + qn,c2 = qdi = rusd2=p+ryn 
(27.5) 
利用 (27.4) 计 算 定理 中 的 F(z,y), 则 得 
zQ(z,y) - yP(x,y) 
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= ra0z4 + (3r3l 一 930)z3y 
+ (3r32 — 3qsi) z2y2 + (rss 一 3g32)Zy 一 qasy* 
+ ryz? + (2ra — g20)z2y + (ra — 2qxi) zy? 


— qz232 + ruz? + (rn = qn)ay - qny 


= F4(z,y)+ Fs(z,y) + F(x,y) (27.6) 
利用 (27.3) 与 (27.5) 可 以 求 出 gy 与 rs(i=1,j=1,2;i=2,j=0,1,2;i=3, 
j=0,1,2,3). 

再 比较 (27.6) 两 端 同 次 短 的 系数 , 则 可 求 得 
ro= ræ = d6,rl = ra =- Qa,r2 = ra =- qara = ñas 二 一 932 
ra=~ q33»Po = r> = d3,B1 = ra =- qz; B> = r2 =- qa 
Bs= — q22; ao = rilyal = rg =- Qu, a =- gna 


把 这 些 结果 代 和 人 (27.5) ,从 而 消去 中 间 参 数 q; ,rj(i=1,j=1,2;i=2,j=0， 

1,2;i=3,j=0,1,2,3), 得 到 

C6= wi— r1,3c7 = w2 — 3r2,3c8 = w3 一 3r3yc9 =- r4 

d6= ro,3d7 = wi + 3ri,3ds = w + 3r2,d9 = os + rs 

c3= oj — Bi,2c4 = o> ~ 2R, cs =- Bs,ds = Bo,2d4 = o) + 2P, 

ds= o2 + Pc = p - a1,c2 =- @,dı = ad, = p + a; 
把 上 述 等 式 代 人 (27.1)( 其 中 各 个 系数 如 本 定理 所 示 ) ,最 后 便 得 到 了 (27.2) ,其 中 
各 个 系数 如 本 定理 中 所 示 . 证 毕 . 


$28 平面 多 项 式 定性 系统 的 分 类 


现在 ,我 们 利用 前 一 节 所 论证 的 代数 联 立 分 类 法 的 基本 定理 \ 对 称 共 变 张 量 直 
和 空间 的 等 价 类 划分 理论 和 线性 等 价 理论 ,对 一 系列 平面 多 项 式 定性 系统 进行 分 
类 . 
定理 28.1 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 把 平面 线性 系统 

£= cx + c2y = Pi(z,y), ġ= diz + dzy = Qizy) (28.1) 

变 为 下 列 四 个 标准 型 之 一 : 

I. z=pr-y=Pii(z,y), y=z+py=Qi(zr,y) 

I. z=pr+y=Pb(z,y), y=z+py= Q(zr,y) 

M. z=pr=Pi(z,y), y=ez+py=Qñn(r,y),e= +1 

N. z=ar=Pi(z,y), y=py= Qi(r,y) (28.2) 
证 明 i F(z,y)=zQ(r=,y)-yPi(z=,y). 由 引 理 27.1, 存 在 o€ D, EH o 
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导出 的 oo: Ss(R?) 一 Ss(R?) 把 下 变 为 它 的 标准 型 F.= s, F). 设 o 相应 的 矩阵 
为 A, 则 A=det4 尖 0. 令 


全 = 4 人 (中 = |Alds 


则 系统 (28.1) 化 为 


d + ev, ata 
由 定理 27.5, 它 可 以 写成 如 下 等 价 形式 : 
T= lp-a)u-av, E= ayu + (p+ a)v (28.3) 


如 果 F, = au? + av?, Ml] ago=a, a; =0,a2= a, (28.3), H4 ads = dr , 则 得 


于 =ptv， Routo 
如 果 F.=aw?, 则 ao=a,al=0,as=0, 代 入 (28.3) 则 得 


du _ dv 
ds ~ Ms- gp T OUE po 


令 |Jalds=dr, 考 虑 到 a= + 1,48 


du _ L dv = 
de us de = eu + fo (e =+1) 


如 果 F.=0, 则 ao= al= a2=0, 代 入 (28.3) 可 得 


证 毕 . 
定理 28.2 平面 齐 二 次 定性 系统 
+= csz2 + 2c4zy + c5y2 = P(x,y) 
y= dsz2 +2d4zy + dsy2 = Q2(z,y) (28.4) 
恒 可 通过 非 退化 线性 变换 使 之 化 为 下 列 五 个 标准 形式 之 一 ; 
I. tar’ + fry- y=Pi(z,y),y=r +aryt+ py = Qh(r,y) 
š #=az2+(B+3)zy=P2(z,y),y=z2+azy+ B= Qh(z,y) 
À =ar? + fry=Phlz,y), j= (a +3)zy+ B= Qh(z,y) 
: £= ar’ + Bay= Ph(z,y),>= x+ ary + fy = Qa (z ,y) 
w: t=ar?’ + Rzy= P5s(z,y),y=azy+ =Q, y) (28.5) 


I 
m 
N 
y 
证 明 的 方法 类 同 于 定理 28.1, 不 过 对 应 于 系统 (28.4) 的 Pa, Q; 所 对 应 的 


is 


n 
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F(z,y)= xzQz(z,y)-yP(z,y) 的 标准 型 应 是 引 理 27.2 中 所 列 出 的 五 个 类 型 . 
定理 28.3071 平面 齐 三 次 定性 系统 
+= c6z3 + 3czz2y + 3cszy2 + coy? a 
y= dex? + 3d;z2y + 3dszy2 + dgy? 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 使 之 化 为 下 列 十 个 标准 形式 之 一 : 
工 .之 =ar3+(B-3p)z2zy+ yzy2- yš= Pa(z,y) 
Ë= z3+az2y+(B+38)zy2+ yy = Qš(z=,y) (p< -4) 
H. =ar+(p-3pp) ry+ yzy - py’= P(x,y) 
j= prt ar?y+ (B+3pu) ry + Yy =l, y) 
(p= tl.>- T.) 
M. 之 = az3+(B-3pn)z2y+ yry + y= P(r,y) 
=x tariyt+(B+3p) ry + yy = Q(z,y) 
N. z=ar3+(B-3p)riy+ yzy? -py’= Pš(z,y) 
y=ar2zy+(B+3p)zyz+ yry = Qš(z,y) (p=+1) 
V. z=az)+ (B-—30)z2y+ Yry + gy) = Pšs(z y) 
y=ariyt+ (B+3p)zxy + yy = Qš(z,y) (p=+1) 
V. z=az3(8-p)z2y+ yry- p? = P(r,y) 
y=pr3tariy+(B+p)ry + y= Qš(rz,y) (p=+1) 
M. 过 =ar3(B-3p)z2y+ Yzy = P(r,y) 
y=ariyt+ (B+3p)ry + yry= Qš(z,y) (p=+1) 
W. z=(a-1)z3+ Re2y+ yzy2= Phl, y) 
3P=(a+3)z2y+ Bry’ + yy = Qš(z,y) 
K. z=az3+ Re2y+ yry = Pa(zr,y) 
3=pr3+arzy+ pry? + yy) = Qš(z=,y) 
X. z==(az2+ fry + yy’) = Pšo(z,y) 
Y= ylar? + prey + yy2)= Qšo(z y) (28.7) 
在 文献 [37] 中 作者 还 给 出 齐 三 次 系统 的 全 部 全 局 结构 , 共 六 十 九 种 . 
定理 28.4 AA TEVARTAS 次 系统 
工 =-y+cszz+2c4ry+csy%,y = 工 +dazz+2d4ry + dsy (28.8) 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 使 之 化 为 下 面 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
t=- y+ Phl£,y),ý = br + Qš(z,y) (i=1,2,3,4,5) (28.9) 
以 及 
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t = er-ay+ Pz¿(z,y),y = br — ey + Q; (z,y) (i= 1,2,3,4,5) 
(28.10) 
其 中 a>0,b>0, 且 ab>l1,e= 土 1. 而 PZ(z,y),Qz (z,y) (i=1,2,3,4,5) 如 
(28.5) 式 所 示 . 
证 明 记 F(z,y)=zz+Qz(z,y))-y>(-y+Pz(z,y)), 其 中 Po(z,y)， 
Qaz(z,y) 如 (28.4) 式 中 所 示 . 令 F(z,y)= F(z,y)+ F(x,y), W F,(z,y)= 
z2+y2,Fs(z,y)=zQ;(z,y)- 3yP(z,y). 由 引 理 27.2, 存 在 cE 了 ,使 得 
o3( F3) = Fac,Fsc 是 该 引 理 中 的 五 个 标准 型 之 一 . 设 o 相对 应 的 矩阵 为 A,A = 
dažo. 如 果 A = (48), 则 A-! = 2[ # +) 令 (3)= A(*),ar = 


eeg a 
|A lds, 则 由 定理 27.4,27.5 和 定理 28.2, 系 统 (28.8) 变 为 如 下 形式 的 系统 之 一 ， 
zt [d -60 -1\fa b\fu P (u,ə) A 
RE 
其 中 P¿(u,u),QZ(u,o) 如 (28.5) 式 所 示 . 
因 


[° jG jE jef se 

- ` 1 0/\c d as 一 al 

其 中 ai= -(ab+cd),az=b2+d2,as=az+c2, 则 上 述 系统 即 为 
(G). Ë Gy Bes] eresas 


WR ai 天 0. 令 wx=aieu=aly， lailds = 必 , 则 得 系统 (28.10) 的 形式 .但 因 这 


Q1 ai 
Ig- 28 _ +da? te?) (ad - bc)? 
ab a (a+c: =! + (ab + ay > 1 


改 记 a 为 a,6 为 6, 则 得 系统 (28.10). 
WR ai =0, 则 得 系统 


G- EER] e- rzsas 


令 u=az£,v=az9,ds = St 9 


GE aG eieo] 512s 


其 中 b= a>. 这 就 是 系统 (28.9). 证 毕 . 
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定理 28.5 具有 下 述 形式 的 平面 三 次 多 项 系统 
£ =- y + céz? + 3czz2y + 3cery + coy? 
y = x + dex? + 3dyz2y + 3dsxzy2 + doy? 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 二 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
Z=-y+Pi(zy)，y= 巡 +Qi(zy) (b>0) 
以 及 
r= er -ay + P(x,y), y= br-ey+Qi(r,y) 
RP a>0,b>0,ab>1.6= +1. m Plx, y), Q3 lx, y) (28. ÁE, i=1, 
20. 
证 明 与 定理 28.4 的 证 明 完 全 类 似 , 只 不 要 所 作 的 伸缩 变换 有 所 不 同 . 
当 al>0 时 ,在 定理 28.4 中 是 作 如 下 的 伸缩 变换 和 时 间 变 换 ， 
dt 


umat, u= ap ds= (28.11) 
而 在 本 定理 中 应 作 如 下 变换 : 
u=Vat, v=Vay, d -2 (28.12) 
当 a1=0 时 ,在 定理 28.4 中 是 作 如 下 的 伸缩 变换 和 时 间 变 换 : 
u= a, v= ay ds= 中 (28.13) 
而 在 本 定理 中 应 做 如 下 变换 : 
u=Vaé, u= /am d = 由 (28.14) 


定理 28.6 平面 二 次 定性 系统 
r= ciz + c2y + csz2 + 2c4zy + csy2 
(28.15) 
y = diz + dzy + dsz2 +2dary + dsy2 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 二 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
£= ey + PZ(z,y), y= br + Q; (z,y) (i= 1,2,3,4,5) 
z = Pi(z,y), y= br + Q (z,y) (= 1,2,3,4,5) 
z = ay + P(x,y), y = bz + ey + Qš;(z,y) (i= 1,2,3,4,5) 
t = er + ay + P(x,y), y = bz + cy + Q(x,y) (i = 1,2,3,4,5) 
(28.16) 
其 中 P¿(z,y),Q¿(z,y) (i=1,2,3,4,5) 如 (28.5) 式 所 示 . 而 a,b,c 均 为 实 
数 ,e = 十 1. 
证 明 由 定理 27.4,27.5 以 及 定理 28.1, 系统 (28.15) 等 价 于 下 面 四 种 形式 的 系 
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统 之 一 : 
z = Pr,(z,y) + Px(z,y), y= Qr(z,y) + Qo(z=,y) (i = 1,2,3,4) 
(28.17) 

其 中 Pr(z,y)Qr(z,y) 如 (28.2) 所 示 . 而 P.(z,y)= csz2 + 2C4zy + csy， 
Q(x, y)=d3x?+2d4xy + dsy?,cisd; 均 为 实数 . 

设 Fs(z,y)= zQ2(z,y) -P(xz,y). 由 引 理 27.2, 存 在 o€ D, 4848 
o3(F3) = Fsc. 03: Ss( R2)—>S,(R2)JEH o 导出 的 ,而 Fc 就 是 引 理 27.2 中 所 列 
的 五 个 标准 型 之 一 . 设 o 相应 的 矩阵 为 A 


ab 
cd 


， d -b 
), À = detA = dd — bc Z 0, A= Í ) 


g g 


=f 


fa [=)= A|“ ) d=141ds, 则 (28.17) 就 等 价 于 下 面 形式 的 二 十 种 系 
统 之 一 : 


aei 0 002 EE] azae 
aoe 0 E EED] a= 12,3,4,5) 
aloi 200 A REED] = 12,3,4,5) 


Sa 


uy [d -6b\/p O\fab ara s 
HA a le olla) (Be G 212345) 
其 中 Pi(u,v),Qz(wu,v) 如 (28.5) 中 所 示 . 
š -f/p 1 -fe 1 -fo 0 -fe 0 š 
记忆 人 es pe se (e | wawam 
(derA)(A 1BA)= Di(i=1,2,3,4). 根 据 每 个 Di(1<;i<4) 中 元 素 的 不 同情 况 ， 
利用 detA #0 以 及 变换 (28.11), (28.13), 通 过 计算 不 难 获得 四 个 矩阵 C, = 
0 0 0 e _ f fea z 
G oeg onp Jeol arm 
得 标准 形式 , 如 定理 28.2 所 述 , 且 在 下 文中 将 研究 其 全 局 结构 ,所 以 对 Ci = 


ñ o) 5= 0 的 情况 ,我 们 在 本 定理 中 加 以 排除 ,于 是 可 设 540. 这 样 便 得 到 
(28.16) 中 的 第 二 个 方程. 而 对 应 于 Ca, C3, C4, 便 是 (28.16) 中 的 第 一 .三 、 四 个 方 
RAEE. 

定理 28.7 具有 如 下 形式 的 平面 三 次 定性 系统 
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£ = cjiz + c2y + cor +3cry + 3cszy2 + coy? 
y= diz + dzy + dex? + 3d;z2y + 3dszy2 + dgy? 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 四 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
z = Pš.(z,y),y = bz + Qš(z,y) (= 1,2,--,10) 
r= ey+Pš(z,y),y = br + Qs;(z,y) (¿= 1,2,…,10) 
Š = ay + P(r) = bz + ey + Qš(z,y) G = 1,2,---,10) 
T = ex + ay + Pš (x,y) y = br + cy + Qš(z,y) (= 1,2,--,10) 
(28.19) 


(28.18) 


其 中 Pilz, y), Qul, y)æ(28.7) kT ,a, b,c 为 实数 , 且 E= 土 1， 

本 定理 的 证 明 方法 完全 类 同 于 定理 28.6 的 证 明 . 只 不 过 相应 于 定理 28.6 中 
在 适当 条 件 下 采用 的 变换 (28.11), (28.13), 在 本 定理 中 应 为 变换 (28.12)， 
(28.14) .其 余部 分 的 论证 几乎 与 定理 28.6 的 证 明 完全 相同 ,只 须 把 其 中 PZ, , Qz, 
分 别 改 为 P,Q. 证 毕 . 
注 在 定理 28.1 至 定理 28.7 中 ,这 些 定理 条 件 中 的 平面 多 项 式 向 量 场 均 被 划分 
成 它 的 相应 的 线性 等 价 类 .每 个 等 价 类 ,由 于 参 变量 的 变化 , 它 可 以 有 若干 个 不 同 
的 全 局 结构 .而 不 同 的 等 价 类 ,如 果 有 限 奇 点 或 无 穷 远 奇 点 等 的 拓扑 性 态 不 同 , 它 
们 也 将 具有 不 同 的 全 局 拓扑 结构 .同时 ,从 这 些 这 定理 可 以 看 出 ,经 过 分 类 后 的 系 
统 都 比 原 系 统 简单 得 多 ,不 但 使 参 变量 个 数 大 为 减少 ,而 且 使 参 变量 系数 富有 规律 
性 ,这 不 但 使 的 研究 过 程 得 以 简化 ,而 且 能 使 得 原来 比较 复杂 甚至 不 容易 下 手 的 研 
究 工作 能 够 重新 开始 . 

下 面 我 们 介绍 上 述 定理 的 推论 ,对 平面 上 各 种 类 型 的 多 项 式 系统 进行 简化 ,或 
者 说 进行 一 些 适当 的 分 类 . 
推论 28.1 平面 三 次 多 项 式 系统 

3 3 
i= 2Pilz,y), y= XQ) (28.20) 
其 中 Pi,Q; 是 z,y 的 齐 i 次 多 项 式 (i= 1,2,3). 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 把 
(28.20) 化 为 下 面 四 种 形式 的 系统 之 一 : 
3 3 
t= Pr,(z,y) + P(r,y), y= Qi(z,y)+ XA) 
RP Pr(z,y),Qr(z,y) (=1,2,3,4) 如 (28.2) 所 示 , 而 五, £ z,y 的 齐 i 
次 多 项 式 (i =2,3). 
推论 28.2 平面 三 次 多 项 式 系统 (28.20) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 五 种 
形式 的 系统 之 一 : 
£= Pi(z,y)+ P¿(z,y) + Ps(z,y) 
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y= Q.(z=,y) + Q; (z,y) + Q,(z,y) (i= 1,2,3,4,5) 
其 中 P¿(z,y),Q¿(z,y)3e(28.5)86 F, =1,2,3,4,5. 而 P,Q) 是 zy 的 齐 j 
次 多 项 式 j =1,3. 
推论 28.3 平面 三 次 多 项 式 系统 (28.20) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 十 种 
形式 的 系统 之 一 : 
工 = Pi(z,y) + Po(z,y) + Pš(z,y) 
y= Q.(z=,y) + Q.,(z,y) + Qš(z,y) (= 1,2,--,10) 
其 中 P3(z,y),Q3(z,y) 如 (28.7) 所 示 ,i 二 1,2,…,10. 而 已 ,Q 是 z,y 的 齐 7 
次 多 项 式 ,j=1,2. 
推论 28.4 平面 三 次 多 项 式 系统 (28.20) 恒 可 通过 非 退化 线性 变换 化 为 下 面 
二 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
£ = PZ (z,y) + Ps(z,y) 
y= br + Q; (z,y) + Q,(z,y) (= 1,2,3,4,5) 
f = ey + På(x,y) + P(x,y) 
Y= br + Q¿(z,y)+ Q.(z,y) (i= 1,2,3,4,5) 
£ = ay + PZ (z,y) + Ps(z,y) 
y= br + ey + Q¿(z,y) + Q(zr,y) (i = 1,2,3,4,5) 
1 = ez + ay + Pù(x,y) + Pa(z y) 
P= br + cy + Q¿(z,y) + Or,y) (i = 1,2,3,4,5) 
其 中 EX(z,3?)，Q 二 (zy) 如 (28.5) 式 所 示 , 而 Ps, Q, È z,y 的 齐 三 次 多 项 式 . 
€= 11, 


该 推论 结果 中 的 四 组 系统 的 线性 部 分 的 系数 矩阵 已 如 定理 28.6 中 所 示 , 也 分 
别 是 


a-f oh aG o ab i) eh e) esp 


推论 28.5 平面 三 次 多 项 式 系统 (28.20) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 
四 十 种 形式 的 系统 之 一 : 


= Px(z,y) + Pš(z,y) 
y= hz + Qx(z,y) + Qii(z,y) (= 1,2,--,10) 
E = ey + Px(z,y) + P(x,y) 
y= r+ Q.(z,y) + Qš(z,y) G= 1,2,---.,10) 
É = ay + Ps(z,y) + Pš$(z ,y) 
Y = bx + ey + Q.(z,y) + Qš.(z,y) (= 1,2,…,10) 


+ 234 ， 微分 方程 分 类 原理 


£= er + ay + P(x,y) + Pi(r,y) 
£ = bz + cy + Q.(z,y) + Qš(z,y) (= 1,2,…,10) 
其 中 P$(z,y),Qš (z,y)#e(28.7) RME, Po, Q; 是 工 ,y 的 齐 次 二 多 项 式 .而 
e=+1. 
推论 28.6 具有 如 下 形式 的 平面 三 次 系统 
z =-y+Po(z,y)+ Ps(z,y) 
P= z+Q.(z,y)+ Q;(z,y) (28.21) 
恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 十 种 形式 的 系统 之 一 : 
T=—-y+Pi(r,y) + P(r,y) 
3 = bz + Qš(z,y) + aryy) (i = 1,2,,5) 
以 及 上 
£ = ez -ay + P(x,y) + Ps(z ,y) 
P= bx - ey + Q¿(z,y) + Q,(z,y) (i= 1,2,-:,5) 
其 中 P(x,y),Q3(z,y) 如 (28.5) 式 所 示 ,3,3 是 r,y 的 齐 三 次 多 项 式 . E. 
e= +tl,a2>0,b2>0,ab>1. 
推论 28.7 平面 三 次 系统 (28.21) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 下 面 二 十 种 形式 
的 系统 之 一 : 
z=-y+P(r,y)+ P(x,y) 
y= bx + Q.(z,y) + Qš(z,y) (¿= 1,2,--,10) 
以 及 
z=er-ayt+P(zr,y) + Pi(r,y) 
y= br - ey + Qalz,y) + Qš(z,y) (= 12…,10) 
其 中 P$(z,y),Q;š(z,y)26(28.7) RMT, Pa, Q 是 zy 的 齐 二 次 多 项 式 , 且 
a>0,6>0,ab>1.e=+1. 
Ë “有 时 我 们 还 遇 到 如 下 形式 的 平面 三 次 系统 
z = P.x(z,y) + Ps(z,y) 
y= Q.(z,y) + Q;(z,y) (28.22) 
利用 前 面 的 分 类 方法 ,我 们 还 有 如 下 两 个 结果 : 
1° 系统 (28.22) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 如 下 形式 的 系统 之 一 : 
z= Pz¿(zr,y) + Ps(z,y) 
y= Qš.(z,y) + Q.(z,y) (i = 1,2,3,4,5) 
其 中 Pzi(z,y),Q2(z,y) 如 (28.5) 式 所 示 ,P,Q3 是 z, y 的 齐 二 次 多 项 式 . 
2° 系统 (28.22) 恒 可 通过 非 退 化 线性 变换 化 为 如 下 形式 的 系统 之 一 : 
£= P(x,y) + Pai(z,y) 
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y = Q,(z,y) + Qš(z,y) (= 1,2,--,10) 
其 中 P3(z,y),Q3(z,y) 如 (28.7) 式 所 示 ,P,Q2 E: x,y 的 齐 二 次 多 项 式 . 


829 平面 齐 二 次 系统 的 全 局 结构 
本 节 我 们 利用 平面 齐 二 次 定性 系统 的 分 类 给 出 平面 齐 二 次 系统 的 所 有 全 局 结 


构 . 

定理 29.1 设 Pz(z,y),Q2z(z,y) 是 互 质 的 齐 二 次 多 项 式 ,那么 平面 齐 二 次 系统 
zr = Pz(z,y) 
y= Qz(z,y) (29.1) 


共有 七 种 不 同 的 全 局 结构 ,如 图 工 所 示 . 


° @ @ @ 


a-ß-1<0 a-ß-1>0 B>0,B-V3a+3>0 p>0,8-V3a+3>0 
B+/3a+3<0 B+ /3a+3>0 
o 2) (3) (4) 
<0, B-V3a +3>0 a>0,8>0 a<0,8>0 
B+y3a+3>0 
(5) (6) (7) 
图 I 


证 明 首先 ,由 于 P 与 Q 是 互 质 的 ,所 以 系统 (29.1) 仅 有 一 个 有 限 远 奇 点 
(0,0). 再 者 ,如 果 (zx(z),y(z)) 是 (29.1) 的 解 , 则 对 任 一 实数 2,(4z(z),Ay(z)) 也 
是 (29.1) 的 解 .这 些 因素 使 得 系统 (29.1) 的 全 局 结构 能 由 无 穷 远 的 拓扑 性 态 来 决 
定 . 
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记 FF(zx,y)=zxQ2(z,y) 一 xyP(z,y). 如 果 下 有 一 线性 因子 Xz - >, 则 不 难 证 
HH y= Ar 是 (29.1) 的 不 变 直线 . 

事实 上 , 若 F(z,y) 有 线性 因子 Ar- y. WH y=àr 时 F(z,y)|,-u=0= 
F(z,2z)=z3[Q(1,1) -AP(1,4)]=0. Bl Q(1,2) -AP(1,A)=0. 众所周知 ， 
Ar-y=0 是 (29.1) 的 不 变 直线 , 当 且 仅 当 (AMz -y)|cob = 0. fB y= Ar 时 有 
Miz-y=AMP(zMz)-Qz hz)=z3[AMP(A)-Q(GA)]. 由 此 不 难看 出 结论 的 
正确 性 . 

同时 不 难 验 证 系统 (29.1) 的 无 穷 远 奇 点 的 坐标 是 由 (4,1)=0 与 F(1,4)=0 
所 确定 的 .如 果 4; 是 方程 F(X ,1)=0 的 实 根 . 则 >z = hay 是 (29.1) 的 不 变 直线 ;如 
果 是 方程 F(1,4)=0 的 实 根 . 则 y= Xiz 是 (29.1) 的 不 变 直线 . 

设 A; 是 F(X4,1)=0( 或 者 (1,4)=0) 的 一 个 实 根 并 且 Q2(4;,1)=0( 或 者 
Pa(1,4;)=0), 则 P,(+,y) j Qa(z,y) 有 公共 因子 Ay - x( 或 者 Miz -y). 所 以 
WMR 4; 是 F(X,1)=0( 或 者 F(1,4)=0) 的 根 ,那么 ,P(xz,y) 与 Qz(z,y) 互 质 的 
充 要 条 件 是 Qa(4;,1) 取 0( 或 者 P,(1,2,)Z0). 

由 定理 28.2, 我 们 只 需 根据 (28.5) 式 来 确定 系统 (29.1) 的 全 局 拓扑 结构 .但 
由 上 述 及 (28.5) 式 中 的 第 五 式 可 知 ,由 于 第 五 式 有 公 因 子 az + py, 所 以 我 们 只 需 
讨论 (28.5) 式 中 前 面 四 个 系统 . 

B P.,(z,y)=PA(z,y),Q,(z,y)= QA(z,y). PA(r,y),QA(zr,y)ln 
(28.5) 式 所 示 . PA (x,y), QA (x,y) ERHI a - 8 - 1Z0. WMF a - 8- 1<0, 
则 无 穷 远 奇 点 C(1, - 1,0) 是 稳定 结 点 .如 果 a —- B- 1>0, 则 CO, -1,0) 是 鞍点 . 
这 两 种 情况 下 的 全 局 结构 如 图 中 的 (1),(2) 两 图 所 示 . 

设 P:(z,y)= Pj(z,y),Q2(z,y)= Q(x,y) ,P,Q 为 如 (28.5) 式 所 示 . 
P2(z,y),Q 闻 (z,y) 互 质 当 且 仅 当 B(B8-V3e+3)(B+V3c+3) 天 0. # 8>0, 
B-V3a+3>0,B+Y3a+3<0, 则 Do(0,1,0) 和 Di(-1,1,0) 是 鞍点 , 且 D,(1,1, 
0) 是 稳定 结 点 ,这 时 的 全 局 结构 如 (4) 图 所 示 . 若 B>0,B-V3ac+3>0,8+V3a+3 
<0, 则 Do(0,1,0) 是 鞍点 ,Di(- 1,1,0) 和 Dz(1,1,0) 是 稳定 结 点 ,相应 的 全 局 结 
构 如 (3) 图 所 示 . 若 B<0,8-V3a+3>0,8+y3a+3>0, 则 Do(0,1,0) 是 不 稳定 
结 点 ,Dz(1,1,0) 和 Di(- 1,1,0) 是 稳定 结 点 ,相应 的 全 局 结构 如 (5) 图 所 示 . 

É P,(z,y)=PA(z,y),Q,(z,y)= Q(T,y). 忆 为,Q 广 如 (28.5) 式 所 示 . 
车 a>0, 则 C(1,0,0) 是 鞍点 .车 a<0, 则 C(1,0,0) 是 不 稳定 结 点 .而 D(0,1,0) 
总 是 鞍 结 点 . 故 当 >0,8>0; 以 及 a <0,8>0 时 的 全 局 结构 分 别 如 (6),(7) 图 所 
示 . 

设 Pz(z,y)= Pa(z,y),Q2(z,y)= Q; (z,y).Pš(z,y), QA (z ,y)il 
(28.5) 式 所 示 . 若 8>0, 则 D(0,1,0) 是 稳定 结 点 . 若 B<0, 则 D(0,1,0) 是 鞍点 . 
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相应 的 全 局 结构 如 (1),(2) 图 所 示 ( 只 须 旋转 一 个 角度 ). 证 毕 . 

在 文献 [41] 中 定理 10.5 也 已 给 出 平面 齐 二 次 系统 的 全 局 结构 ,是 用 纯 定性 理 
论 的 方法 获得 的 . 

在 文献 [42] 中 ,也 用 本 章 相 类 似 的 方法 获得 平面 齐 二 次 系统 的 五 种 标准 型 . 

在 文献 [43] 中 ,用 非 结 合 代数 的 方法 研究 了 平面 齐 二 次 系统 的 分 类 与 全 局 结 
构 .该 文 把 齐 二 次 系统 分 成 六 种 标准 型 ,获得 六 种 不 同 的 全 局 结构 , 漏 了 本 节 图 工 
中 的 第 (3) 图 . 遗漏 的 原因 估计 是 在 分 类 中 未 以 等 价 类 来 划分 . 下 面 我 们 将 列 出 该 
文中 的 六 种 标准 型 及 其 全 局 结构 ,并 与 本 章 的 定理 28.2 及 本 节 的 定理 29.1 中 的 
图 工 加 以 比较 . 

LD 7=zay= 史 . 它 的 全 局 结构 如 图 工 中 的 第 (5) 图 . 故 相当 于 定理 28.2 中 
的 第 开 类 标准 型 

2 7z=3z2+2zy,y= 史 +2zy. 它 的 全 局 结构 如 第 (4) 图 , 故 它 相 当 于 定理 
28.2 中 的 第 下 类 标准 型 , 

3 2z=2z2+2zy,y= 一 只 +2zy. 它 的 全 局 结构 如 第 (7) 图 所 示 , 它 相当 于 定 
FB 28.2 中 的 第 亚 类 标准 型 . 

4 7z=2z2+2zy,y= 只 +2zy. 它 的 全 局 结构 如 第 (6) 图 所 示 , 相 当 于 定理 
28.2 中 的 第 下 类 标准 型 . 


5 rsr ty, ysy. 它 的 全 局 结构 如 (1) 图 ,相当 于 定理 28.2 中 的 第 I 类 . 
6 =x? 一 y+2xy,y=2zy, 它 的 全 局 结构 如 (2) 图 , 它 相 当 于 定理 28.2 中 
的 第 I 类 . 


从 上 面 比较 发 现 ,该 文 漏 了 本 节 定 理 29.1 中 的 第 (3) 图 . 

但 从 分 类 的 方法 而 论 ,用 非 结合 代数 来 分 类 也 有 它 独到 之 处 ,所 得 的 方程 中 的 
系数 全 部 是 固定 的 常数 .不 过 ,该 文 的 篇 幅 很 大 , 足 有 数 万 言 . 

关于 微分 方程 分 类 的 方法 很 多 ,但 总 是 要 求 做 到 以 下 两 个 方面 :一 是 最 大 限度 
地 方便 于 研究 ;二 是 要 有 普遍 性 与 精确 性 . 这 是 现在 许多 学 者 所 致力 的 方向 .这 也 
是 本 书 所 仿效 的 . 

基于 这 种 想法 ,也 利用 了 本 章 的 代数 联 立 分 类 法 ,根据 平面 三 次 Kolmogorov 
生物 系统 的 特点 ,对 其 作 了 分 类 ,其 分 六 大 类 . 可 参见 文献 [44] .而 文献 [45] 则 是 对 
平面 三 次 系统 及 三 次 Kolmogorov 系统 根据 它们 赤道 上 奇 点 坐标 的 代数 特征 与 系 
统 有 界 时 奇 点 附近 轨 线 特征 之 间 的 联系 ,给 出 了 它们 分 别 为 有 界 时 的 一 种 代数 分 
类 . 
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